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W badaniu kompetencji pigtoklasistéw (K5) wzieli udziat uczniowie klas V szkét podstawowych. Swojg
formga i rodzajem uzytych zadan badanie nawigzywato do sprawdzianu po szkole podstawowej, ktory
od roku 2015 jest oparty na wymaganiach nowej podstawy programowej ksztatcenia ogélnego.

Od 2009 roku w polskim systemie oswiaty wdrazana jest nowa podstawa programowa. W kwietniu
2015 roku sprawdzian po szostej klasie po raz pierwszy badat kompetencje dzieci, ktére od poczatku
swojej edukacji uczyty sie wedtug nowej podstawy programowej. Sprawdzian ten ma nowg formute —
jest podzielony na oddzielne czesci polonistyczng i matematyczng. Oprocz umiejetnosci szczegéto-
wych z kazdego z tych przedmiotéw sprawdzane sg takze umiejetnosci opisane w wymaganiach
ogoinych podstawy programowej. Dla matematyki sg to: sprawnos¢ rachunkowa, umiejetnos¢ wyko-
rzystania i tworzenia informacji, modelowania matematycznego, tworzenia strategii rozwigzania oraz
prowadzenia prostego rozumowania i wnioskowania.

W czesci matematycznej badania znalazly sie zadania sprawdzajgce wszystkie wymienione powyzej
wymagania ogolne, poza umiejetnoscig wykorzystania i tworzenia informacji. Z kilku wczes$niejszych
badan prowadzonych przez Instytut Badan Edukacyjnych wynika, ze ta umiejetnos¢ jest zdecydowa-
nia najlepiej opanowana przez uczniéw szkoty podstawowej i wobec tego warto raczej skupi¢ sie na
diagnozowaniu probleméw, jakie majg uczniowie w zakresie pozostatych wymagan ogolnych.

Badanie K5 byto bezptatne, a udziat w nim byt dobrowolny. Po zakonczeniu badania i ocenieniu przez
nauczycieli rozwigzan uczniowskich zgodnie z dostarczonym szkotom schematem oceniania i wpro-
wadzeniu danych o rozwigzaniach do programu komputerowego, szkota otrzymata informacje o wyni-
kach uczniéw poszczegdinych oddziatéw, a takze o wynikach uczniéw catej szkoty na tle catej popula-
cji uczniéw biorgcych udziat w badaniu, na tle danego wojewddztwa oraz na tle innych miejscowosci
(wies, miasto do 10 tys. mieszkancéw, miasto powyzej 10 tys. mieszkancow, miasto powyzej 100 tys.
mieszkancow). Wraz z wynikami nauczyciele otrzymywali takze rekomendacje wskazujgce mozliwe
sposoby dalszej pracy z uczniami, majgce na celu poprawe umiejetnosci, ktdre nie zostaty jeszcze
opanowane w wystarczajgcym stopniu i wyeliminowanie pojawiajgcych sie btedéw.

W badaniu K5 wzieto udziat 5769 szkét podstawowych z terenu catej Polski. W szkotach tych zestawy
zadan z jezyka polskiego i matematyki rozwigzywato tgcznie 153 683 ucznidow. Poniewaz, zgodnie
z zatozeniami, udziat szkot w badaniu byt dobrowolny, nie byta to proba ani losowa ani celowa, ale jej
liczebnos$¢ jest tak duza, ze pozwala uzna¢ wyniki uzyskane w badaniu za miarodajne dla catej popu-
laciji.

W omodwieniach zadan postugujemy sie wykresami procentowymi, na ktérych przedstawiono, jak cze-
sto poszczegdlne odpowiedzi wybierali uczniowie o réznym poziomie umiejetnosci matematycznych.



Umiejetnosci uczniéw zostaty okreslone w znormalizowanej skali 100, 15, gdzie 100 oznacza sredni
poziom umiejetnosci, a 15 — wielko$¢ odchylenia standardowego.

Oto przyktad takiego wykresu dla jednego z zadan z matematyki:
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Na osi poziomej umieszczone sg grupy (decyle) uczniéw o rosngcym poziomie umiejetnosci matema-
tycznych w zakresie sprawdzanego przez dane zadanie wymagania ogélnego, w tym przypadku: ro-
zumowanie i tworzenie strategii. Liczba 100 oznacza uczniéw o Srednim poziomie umiejetnosci, im
bardziej na lewo, tym uczniowie stabsi, im bardziej na prawo — tym lepsi.

Na osi pionowej zaznaczono odsetek ucznibw z danego decyla wybierajgcych kazda
z proponowanych w zadaniu odpowiedzi. Kazda z odpowiedzi zaznaczona jest innym kolorem, odpo-
wiedzZ poprawna oznaczona jest gwiazdka.

Z przedstawionego powyzej wykresu juz na pierwszy rzut oka wida¢, ze zdecydowana wiekszos¢
ucznidow wybierata poprawng odpowiedz B (niebieska linia) lub niepoprawng C (ciemnozielona linia).
Pozostate niepoprawne odpowiedzi byty wskazywane bardzo rzadko.

Sposrod ucznidw z pierwszego decyla (skrajne kropki z lewej strony wykresu — po jednej na kazdej
linii), czyli sposréd ucznidw o najnizszych umiejetnosciach, wiekszosé — okoto 60% — wybrato niepo-
prawng odpowiedz C, okoto 15% uczniéw wybrato poprawng odpowiedz B. Reszta ucznidw z tej grupy
wybrata pozostate niepoprawne odpowiedzi — kazda nich ma odsetek wyboréw miedzy 5% a 15%.
Zdecydowanie najmniej ucznidow z tej grupy nie wybrato Zadnej odpowiedzi lub wybrato wiecej niz
jedng odpowiedz (jasnozielona kropka).



W kolejnej grupie (decylu) odsetek ucznidw wybierajacych niepoprawng odpowiedz C nieznacznie
zmalat, réwniez odsetki uczniéw wybierajgcych pozostate btedne odpowiedzi nieznacznie sie zmniej-
szyly. Z kolei wyraznie zwiekszyt sie, do 20%, odsetek uczniéw wybierajgcych poprawng odpo-
wiedz B.

W kolejnych decylach wyraznie spada odsetek wyboréw niepoprawnej odpowiedzi C, a rosnie cze-
stos¢ wybierania poprawnej odpowiedzi B.

| w koncu, jesli spojrzymy na prawg strone wykresu, zobaczymy, ze w najwyzszym decylu, czyli wsrdd
uczniéw najlepszych, juz prawie 90% wybrato poprawng odpowiedz B, ale nadal okoto 10% wskazato
niepoprawng odpowiedz C. Pozostate odpowiedzi sg wybierane przez bardzo niewielu uczniow.



W rozwigzywanym przez uczniow zestawie zadan z matematyki znajdowato sie:
9 zadan zamknietych
8 zadan punktowanych w skali 0-1
1 zadanie punktowane w skali 0-2
4 zadania otwarte
1 zadanie punktowane w skali 0-1
2 zadania punktowane w skali 0-2
1 zadanie punktowane w skali 0-3
Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto uzyskac tgcznie 18 punktow.

Za rozwigzanie calego zestawu zadan z matematyki uczniowie klasy piatej otrzymali Srednio 48%
mozliwych do zdobycia punktéw — sredni wynik ucznia wyniést 8,65 punktu na 18 mozliwych.

Parametry statystyczne zestawu zadan z matematyki:

maks. liczba punktow 18
liczba zadan 13
liczba uczniéw 153 683
alfa Cronbacha 0,73
srednia liczba punktéw 8,65
odchylenie standardowe 4,18
mediana 8
minimum 0
maksimum 18



Na wykresie ponizej przedstawiono rozkfad uzyskanych punktow.
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Najwiecej uczniow uzyskato 7 punktow na 18 mozliwych (8,57%), podobny odsetek ucznidéw zdobyt
6 punktow (8,56%). Mediana tego rozkfadu wynosi 8 punktéw. Oznacza to, ze potowa wszystkich
uczniéw uczestniczacych w badaniu uzyskata wynik nizszy lub réwny 8 punktéw, a potowa wynik wyz-
szy lub rowny 8 punktéw.

Bardzo niewielu w skali kraju byto uczniow, kitérzy nie rozwigzali ani jednego zadania i uzyskali O
punktow. Takich uczniéw byto 492 czyli 0,32% badanych. Znacznie wiecej byto ucznidw, ktérzy roz-
wigzali bezbtednie wszystkie zadania i uzyskali maksymalng liczbe punktéw. Byto ich w Polsce 1,2%
czyli 1844 osoby.

Srednio nie ma réznic miedzy wynikami osiggnietymi przez dziewczynki i chtopcéw — dotyczy to za-
réwno catej cze$ci matematycznej badania, jak i poszczegdinych sprawdzanych w badaniu obszaréw.

Zgodnie z zatozeniami badania wyniki osiggniete przez konkretnych ucznidéw i konkretne oddziaty
powinny stuzy¢ nauczycielom do oceny stabych i mocnych stron ich uczniéw. Wazne jest, aby na-
uczyciele przeanalizowali wspdlnie z uczniami popetnione przez nich btedy, wspdlnie zastanowili sie
nad ich przyczynami, a nastepnie tak zaplanowali prace w klasie VI, aby pod koniec nauki w szkole
podstawowej jak najwiecej ucznidw mogto wykazac sie wszystkimi umiejetnosciami okre$lonymi przez
podstawe programowg jako cele nauczania matematyki — sprawnoscig rachunkowg, umiejetno$cig
modelowania matematycznego, tworzenia strategii rozwigzania oraz prowadzenia prostego rozumo-
wania i wnioskowania.

Takze nauczyciele klas, ktére nie braty udzialu w badaniu mogg skorzysta¢ z jego wynikow, spraw-
dzajgc jak ich uczniowie radzg sobie z opisanymi tutaj zadaniami badajgcymi okreslone umiejetnosci i
zwracajgc szczegolng uwage na zasygnalizowane problemy.

Na kolejnym wykresie przedstawiono Srednie wyniki uzyskane w badaniu w zalezno$ci od lokalizacji
szkot.
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Najwyzszy wynik uzyskali uczniowie z duzych miast, a najnizszy uczniowie z matych miast — réznica
wynosi 0,92 punktu. Odchylenie standardowe dla wyniku sumarycznego wynosi 4,18 punkty, réznica
ta stanowi wiec mniej niz 1/4 odchylenia standardowego uzyskanych wynikéw, nie jest wiec duza.
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Pierwsze wymaganie ogolne opisane w podstawie programowej to sprawnos¢ rachunkowa. Umiejet-
nosci z tego obszaru byty sprawdzane tylko przez trzy zadania z zestawu, cho¢ oczywiscie umiejet-
no$¢ wykonywania prostych dziatan arytmetycznych byta wykorzystywana takze w wielu innych zada-
niach. W tej czesci uczniowie zdobyli 51% mozliwych do uzyskania punktéw.

Okazato sie, ze dla uczniow klasy piagtej najtrudniejsze sg dziatania na utamkach zwyktych — tylko 27%
uczniéw potrafito te dziatania poprawnie wykonaé. Znacznie lepiej opanowane sg umiejetnosci spraw-
dzane pozostatymi zadaniami — 65% ucznidw potrafito poprawnie wskaza¢ liczbe 10-krotnie wiekszg i
liczbe 100-krotnie mniejszg niz dane utamki dziesietne. Réwniez zadanie dotyczgce zamiany jedno-
stek dtugosci i jednostek czasu, wymagajgce takze wykonania na nich obliczen nie byto problemem
dla 63% ucznidéw. Co ciekawe to ostatnie zadanie byto zdecydowanie tatwiejsze dla uczniéw najstab-
szych niz dwa wczesniejsze.

Wyniki osiggniete przez uczniéw w tym obszarze swiadczg o tym, ze sprawnos$¢ rachunkowa, ktéra
jest jedng z podstawowych umiejetnosci uzywanych w codziennym zyciu oraz jest podstawg do ucze-
nia sie matematyki na dalszych etapach ksztatcenia jest opanowana przez pigtoklasistow w srednim
stopniu i wymaga jeszcze doskonalenia.

Nastepne wymaganie ogdlne podstawy programowej, ktérego opanowanie byto sprawdzane w bada-
niu to umiejetnos¢ modelowania matematycznego, czyli m.in. dobrania modelu matematycznego do
opisanej w zadaniu sytuacji czy przetworzenia tekstu zadania na odpowiednie dziatania arytmetyczne.
Umiejetnosci z tego obszaru byty sprawdzane przez 5 zadan z zestawu, za ktére mozna byto uzyskaé
5 punktéw. Uczniowie zdobyli za nie $rednio 2,80 punktu, czyli 56% mozliwych punktéw. Nieco ponad
40% uczniéw zdobyto mniej niz potowe punktéw, a prawie 60% wiecej niz potowe.

Zadne zadanie z tego obszaru nie byto bardzo trudne dla uczniéw — odsetki poprawnych odpowiedzi
wynosity od 43% — w zadaniu o rozcinaniu kwadratu na prostokaty, do 76% — w zadaniu o przygoto-



wywaniu mniejszej porcji lemoniady wedtug podanego przepisu. To ostatnie zadanie byto dla uczniéow
najtatwiejsze z catego zestawu.

Ze sposobow rozwigzan zadan i popetnianych btedéw wynika, ze cze$¢ ucznidw ma problemy z od-
powiednim uzyciem poréwnywania réznicowego i ilorazowego oraz z wkasciwym modelowaniem rela-
cji, a w szczegdlnosci z odwracaniem ich. Nadal duza czes¢ ucznidéw nie radzi sobie wystarczajgco
dobrze z pojeciem pola figur — nie rozumie go na poziomie intuicji, ucieka w niepotrzebne uzywanie
wzorow, myli z obwodem.

Ostatnie wymaganie ogdlne postawione w podstawie programowej przed uczniami szkoty podstawo-
wej to umiejetno$¢ rozumowania i tworzenia strategii. Umiejetnosci z tego obszaru byty sprawdzane
przez 5 zadan z zestawu, za ktére mozna byto uzyska¢ 10 punktéw. Uczniowie zdobyli za nie srednio
4,31 punktu, czyli 43% mozliwych punktoéw. Mediana rozktadu wynosi 4 punkty, co oznacza, ze poto-
wa uczniow zdobyta za swoje umiejetnosci rozumowania i tworzenia strategii od 0 do 4 punktow, a
druga potowa od 4 do 10 punktow.

Poziom trudnosci zadan z tego obszaru byt dos¢ wyréwnany — wahat sie od 34% w zadaniu
0 budowaniu prostokgta z kwadratéw, do 54% w zadaniu dotyczgcym objetosci i pola powierzchni
bryty zbudowanej z szesciennych klockéw.

Ze sposobéw rozwigzan zadan i popetnianych btedow wynika, ze duza czes¢ ucznidow ma problemy z
dostrzeganiem zaleznosci, zarowno o charakterze arytmetycznym (zadanie o kolorowaniu brzegu
kwadratu), jak i geometrycznym (zadanie o budowaniu prostokata z kwadratéw). Okoto potowy
uczniéw nie radzi sobie wystarczajaco dobrze z dobieraniem lub tworzeniem strategii rozwigzania
zadania, czyli z wyborem i ustaleniem kolejnosci czynnosci prowadzacych do rozwigzania przedsta-
wionego problemu. Takie umiejetnosci trzeba byto zaprezentowa¢ w dwdch ostatnich zadaniach z
zestawu — o koniczynkach i o autokarach.

Oddzielnym problemem jest wtasciwe uksztattowanie poje¢ geometrycznych — obwodu, pola, objetosci
czy pola powierzchni. Rozumienie tych poje¢ jest dos¢ luzno zwigzane z umiejetnosciami zaprezen-
towanymi przez ucznidow w pozostatych zadaniach z obszaru rozumowanie i tworzenie strategii.

We czesci szczegoétowej raportu po kazdym z zadan oraz po kazdym z rozdziatéw dotyczacych po-

szczegoblnych wymagan ogolnych, sformutowane zostaly rekomendacje, ktére mogg poméc nauczy-
cielom w uczeniu i rozwijaniu u uczniéw omawianych umiejetnosci.

W dalszej czesci raportu zostang omoéwione poszczegdlne zadania i uzyskane w nich wyniki. Zadania
zostang przedstawione w podziale na umiejetnosci ogdlne opisane w podstawie programowej dla
szkoty podstawowe;j:

I.  Sprawnos¢ rachunkowa.

Ill. Modelowanie matematyczne.

IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.
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Omawiajgc kazde zadanie przedstawione zostana:
tre$¢ zadania,
wymagania ogélne i szczegoétowe, ktérych dotyczy dane zadanie,
omowienie zadania i sposobdw jego rozwigzania,
wyniki uzyskane w danym zadaniu i ich interpretacja,
rekomendacje dla nauczycieli do dalszej pracy z uczniami.

W zadaniach otwartych (9, 11, 12 i 13) przedstawione zostang réwniez schematy oceniania, wedtug
ktérych nauczyciele oceniali prace swoich uczniéw.

Po oméwieniu wszystkich zadan reprezentujgcych dane wymaganie ogolne przedstawiony zostanie
tgczny wynik wszystkich zadan z tego obszaru i interpretacja umiejetnosci uczniow w tym obszarze.

Uczniowie biorgcy udziat w badaniu rozwigzywali dwie wersje zestawu zadan: M1 i M2. Zadania w
obu wersjach zestawu byly analogiczne — réznity sie tylko danymi liczbowymi uzytymi w zadaniu, ko-
lejnoscig proponowanych odpowiedzi lub kolejnoscig zadan. Ogolne wyniki badania oméwione powy-
zej sg potgczonymi wynikami dla obu wersji testu. Natomiast w rozdziale prezentujgcym poszczegdine
zadania i ich omowienia uzyte zostang zadania z wersji M1 oraz wyniki ucznidéw rozwigzujgcych te
wersje testu.
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,Uczen wykonuje proste dziatania pamieciowe na liczbach naturalnych, catkowitych i utamkach, zna i
stosuje algorytmy dziatan pisemnych oraz potrafi wykorzysta¢ te umiejetnosci w sytuacjach praktycz-
nych.”

Ten obszar obejmuje umiejetnosci bardzo elementarne, ktére ze wzgledu na ich funkcjonalno$¢ moz-
na okresli¢ jako ,narzedziowe”. Sprawnos$é rachunkowa jest umiejetnoscig wspomagajaca wiele in-
nych aktywnosci nie tylko w zakresie matematyki, ale réwniez w réznych sytuacjach praktycznych.
Jest wiec ona nie tylko elementem wyksztalcenia matematycznego, ale takze umiejetnoscig warunku-
jaca sprawne funkcjonowanie w spoteczenstwie, stanowi baze nie tylko dla dalszego uczenia sie ma-
tematyki, ale takze, a moze nawet przede wszystkim, dla ogdélnego rozwoju intelektualnego i spotecz-
nego mtodego cztowieka.

Kompetencje rachunkowe sg ksztatcone od najwczesniejszych lat, ale kulminacja nastepuje w szkole
podstawowej. To tu jest miejsce na zapoznanie uczniéw z podstawowymi algorytmami i doprowadze-
nie do tego, aby staty sie czynnosciami oczywistymi, wykonywanymi niemal bez zastanowienia. Brak
sprawnosci rachunkowej moze opdéznia¢ lub wrecz blokowaé osigganie kolejnych pozioméw wiedzy
matematycznej. Moze tak sie sta¢, gdy rachunki bedg dla ucznia gtéwng trudnoscig podczas rozwig-
zywania problemu, zastepujgc prace nad tym problemem. Stagd wysoka ranga sprawnosci rachunko-
wej jako jednego z celow ksztatcenia w szkole podstawowej. Edukacja matematyczna w gimnazjum
nie odcina sie od ksztatcenia tej sprawnosci, ale nie ma tu juz wtasciwie czasu lekcyjnego na ksztat-
cenie podstawowych umiejetnosciach rachunkowych. Uczniowie szkoty podstawowej powinni zatem
opanowac te umiejetnosci w stopniu co najmniej dobrym, tak aby ich brak nie stanowit przeszkody w
poznawaniu kolejnych elementéw wiedzy matematycznej.

Umiejetnosci zawarte w tym obszarze sprawdzane byty przez trzy zadania z zestawu — zadanie 1., 2.
i8.

Zadanie 1 (0-1) I

Dokoncz zdania. Wybierz liczbe sposrdéd oznaczonych literami A i B oraz liczbe sposréd
oznaczonych literami C i D.

Liczba 10 razy wigeksza od liczby 6,78 to A*. 67,8 B. 0,678

Liczba 100 razy mniejsza od liczby 12,34 to C*. 0,1234 D. 0,01234
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Wymaganie ogdlne: I. Sprawnos$¢ rachunkowa.
Wymagania szczegdétowe: 5. Dziatania na utamkach zwyktych i dziesietnych. Uczen:

8) wykonuje dziatania na utamkach dziesietnych uzywajgc wtasnych
poprawnych strategii lub z pomoca kalkulatora.

Zwykle, aby znalezc¢ liczbe, ktora jest 10, 100 lub 1000 razy mniejsza lub wieksza od danej liczby za-
pisanej w postaci dziesietnej, trzeba wykona¢ dwa kroki — najpierw uswiadomic¢ sobie, w ktorg strone
nalezy przesung¢ przecinek, a nastepnie, o ile miejsc. W pierwszej czesci tego zadania wystarczyto
wykonaé tylko pierwszy z tych krokéw, poniewaz tylko jedna z proponowanych odpowiedzi jest wiek-
sza od danej liczby. W drugiej czesci zadania obie liczby sg mniejsze od podanej, wiec nalezato row-
niez zastanowic sie, o ile miejsc trzeba przesunaé przecinek.

Uczniowie, ktérzy w pierwszym zdaniu wybrali niepoprawng odpowiedz B, podali liczbe 10 razy mniej-
szg zamiast wigkszej. Przyczyng takiego btedu moze by¢ nieuwaga lub nawyk mechanicznego wyko-
nywania dziatan bez zastanowienia sie nad jego sensem. Moze sie rowniez okaza¢, ze uczen, ktory
wskazat w tym zdaniu niepoprawng odpowiedz nie rozumie zapisu liczb dziesietnych — patrzac na
liczbe zapisang ,z przecinkiem” nie zdaje sobie sprawy z jej wielkosci.

Uczniowie, ktérzy wybrali drugg niepoprawng odpowiedz D, podali liczbe 1000 razy mniejszg zamiast
100 razy mniejszej. Oznacza to, ze majg oni jeszcze problem z okresleniem, o ile miejsc nalezy prze-
sungc¢ przecinek.

Zadanie 1
100%

90%

80%
0% 64.5%

60%
50%
40%
30%
20%

18,6%

8.8% 4.5% .
10% ° 3.6%

AC* AD BC BD brak lub wiele
odp.

Zadanie okazato sie trudniejsze niz mozna by przypuszcza¢ — obie liczby wskazato poprawnie tylko
64,5% ucznidw. Nie jest to zadawalajgcy wynik, zwazywszy, ze powiekszanie i pomniejszanie liczb
10, 100, 1000 razy jest podstawowg umiejetnoscig rachunkows.

Pierwsze dziatanie poprawnie wykonato 83,1% ucznidéw (wszyscy, ktérzy podali odpowiedzi AC i AD),
a drugie dziatanie 73,3% (odpowiedzi AC i BC).
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Btedna odpowiedz B w pierwszym zdaniu, ktdra moze wynika¢ z nieuwagi, ale moze tez swiadczy¢ o
powaznych problemach z rozumieniem dziatan lub nawet zapisem liczb dziesietnych zostata wskaza-
na przez 13,3% ucznidow (odpowiedzi BC i BD).

Tylko 4,5% uczniow nie wykonato poprawnie zadnego z dziatan (odpowiedz BD).
Ostatni szary stupek oznacza uczniéw, ktérzy nie udzieli petnej odpowiedzi na to zadanie — w ogdle je
opuscili, podali wynik tylko jednego dziatania lub zaznaczyli dwie odpowiedzi do ktéregos z dziatan.

Takich uczniéw byto 3,6% — to stosunkowo wysoki odsetek, jak na zadanie zamkniete.

W tym zadaniu troche lepsze wyniki osiggnely dziewczeta — 66% poprawnych rozwigzan, niz chtopcy
— 63%.

Wybieralnosé odpowiedzi w zadaniu 1
100% *AC

brak lub wiele odp.

80% T

60% T

40%

20%

0%

T T T T T T

80 90 100 110 120 130

K5M poziom umiejetnosci - sprawnosé rachunkowa
Powyzszy wykres pokazuje, ze dla ucznidéw bardzo dobrych byto to bardzo tatwe zadanie — 100% z
nich wykonato je poprawnie. Takze uczniowie o srednim poziomie umiejetnosci dobrze sobie z nim

poradzili — okofo 75% tych uczniéw rozwigzato je poprawnie. Jednak dla stabych uczniéw zadanie
okazato sie bardzo trudne — poprawng odpowiedz AC wskazato tylko okoto 10% z nich.

Z wykresu mozna réwniez przeczytaé, ze jaki odsetek stabych uczniéw wykonat poprawnie poszcze-
golne czesci zadania. | tak pierwszag czesé, czyli powiekszanie danej liczby 10-krotnie potrafita wyko-
na¢ ponad pofowa ucznidéw bardzo stabych (suma odpowiedzi AC i AD). Natomiast zmniejszenie da-
nej liczby 100-krotnie tylko okoto 35% stabych uczniéw (suma odpowiedzi AC i BC) .

Umiejetnos¢ wykonywania dziatan na liczbach dziesietnych mozna poprawi¢ tgczac standardowe éwi-
czenia rachunkowe z sytuacjami realnymi. Jedng z mozliwosci sg operacje na pienigdzach, w ktérych
bedziemy wykorzystywac ich zapis dziesietny. Mozna pytaé uczniéw np. o kwote 100 razy mniejszg
czy wiekszg od podanej. Rozwigzywanie z uczniami takich zadan pogtebia rozumienie sensu dziatan,
pomaga wyrobi¢ intuicje oraz moze sktoni¢ uczniéw do sprawdzania sensownosci otrzymanej odpo-
wiedzi.

14



Warto zwréci¢ uwage na tych ucznidw, ktérzy w pierwszym zdaniu wskazali btedng odpowiedz B —
moze to wskazywac¢ na brak zrozumienia sensu dziatan lub nawet problem z rozumieniem zapisu
dziesietnego liczb.

Zadanie 2 (0-1) I

Wynik jednego sposrdd podanych nizej dziatan jest rowny 1. Ktére to dziatanie?

2 9 6 3 1. . 1
A —+— B. —- — C*.—CB& D. —:4
9 2 7 4 2 3 4
Wymaganie ogolne: I. Sprawnos$¢ rachunkowa.
Wymagania szczegoétowe: 5. Dziatania na utamkach zwyktych i dziesietnych. Uczen:

1) dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli utamki zwykie o mianownikach
jedno- lub dwucyfrowych, a takze liczby mieszane.

Rutynowe rozwigzanie tego zadania sprowadza sie do wykonania czterech podstawowych dziatan na
utamkach zwyktych oraz poréwnania otrzymanych wynikéw z liczbg 1. Dlatego dla uczniéw, ktorzy
bezrefleksyjnie bedg rachowac, istotna trudnos$¢ zadania to az cztery dziatania do wykonania. Pre-
miowany jest uczen, ktéry oszacuje wyniki dziatan. Wyeliminuje on odpowiedz A, bo jest to suma
dwdch liczb dodatnich, w ktdrej jeden ze skfadnikéw jest znacznie wiekszy od 1, wiec suma tez jest
wieksza od 1. Wynik podany w odpowiedzi B takze nie moze by¢ réwny 1, poniewaz od liczby mniej-
szej od 1 odejmujemy liczbe dodatnig. Podobnie odpada odpowiedz D, bo éwiartka podzielona na 4 to
jeszcze mniej niz éwiartka, czyli na pewno nie 1. Zatem pozostaje odpowiedz C.

Uczen, ktéry wybrat odpowiedz A nie umie dodawaé utamkéw — prawdopodobnie dodat licznik do licz-
nika i mianownik do mianownika. Ten, ktéry wybrat odpowiedz B, podobnie —odjat licznik od licznika i
mianownik od mianownika. Wskazanie odpowiedzi D swiadczy¢ moze o tym, ze uczen przepisat licz-
nik i podzielit mianownik przez 4, czyli nie potrafi dzieli¢ utamkéw przez liczbe catkowita.
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Zadanie 2
100%

90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%

20% 10,6% 3.0%
10% :
0% [ ] —

A B Cc* D brak lub wiele
odp.

32,9%

25,9% 26,7%

Okazuje sie, ze tylko co czwarty uczenh rozwigzat zadanie poprawnie i wskazat odpowiedz C. Co trze-
ci uczen ma problemy z dzieleniem utamkéw przez liczbe catkowitg (odpowiedz D) i podobnie co trze-
ci uczen nie potrafi dodawac¢ lub odejmowac utamkéw (odpowiedzi A i B). Znéw, podobnie jak w po-
przednim zadaniu, stosunkowo duzy odsetek uczniéw nie udzielit zadnej odpowiedzi.

Jest to zdecydowanie najtrudniejsze zadanie z catego zestawu. To zaskakujgce, bo mogtoby sie wy-
dawag, ze najtrudniejsze beda zadania sprawdzajgce umiejetno$¢ rozumowania, a nie umiejetnosci

rachunkowe.

W tym zadaniu nie byto réznicy miedzy wynikami osigganymi przez chtopcow i przez dziewczeta.

Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 2
100% A
B
*C

D
Brak lub n>1 odp
80%

60% T
40%

20%

0%

T T T T T T

80 90 100 110 120 130

K5M poziom umiejetnosci - sprawnos¢ rachunkowa
Wykres potwierdza, ze dziatania na utamkach zwyklych sg bardzo trudne dla uczniéw V klasy —
niepoprawne odpowiedzi A i D sg bardzo licznie wybierane i przez uczniéw o najnizszych umiejetno-

sciach rachunkowych, i przez uczniéw s$rednich, i nawet przez najlepszych. Roéwniez odpowiedz B,
cho¢ nie tak czesto wskazywana jak dwie poprzednie, jest wybierana przez ucznidéw na kazdym po-
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ziomie umiejetno$ci. Jest to bardzo rzadka sytuacja, ze wszystkie btedne odpowiedzi proponowane

w zadaniu sg tak czesto wybierane i to niezaleznie od poziomu umiejetnosci.

Z wykresu mozna odczyta¢, ze podane w zadaniu dziatania potrafi wykona¢ poprawnie nieco ponad
potowa (60%) najlepszych uczniéw, zaledwie co pigty uczen o srednich umiejetnosciach rachunko-

wych i co dziesigty uczen staby.

Umiejetnosci wykorzystywane w tym zadaniu mozna poprawié¢ nie tylko ¢wiczgc réznorodne operacje
na utamkach. Warto zachecaé uczniéw do chwili refleksji i przyjrzenia sie liczbom przed przystgpie-
niem do wykonywania dziatar\. Czasami dzieki temu nie trzeba bedzie w ogdle tych dziatan wykony-
wac. W innych przypadkach moze to uczniom pomadc dostrzec i skorygowaé popetniony btad lub ab-

surdalny wynik.

Zadanie 8 (0-1)

Bambus urdst 6 cm w ciggu godziny.

Dokoncz zdania. Wybierz jedng odpowiedz sposréd A i B oraz jedng sposréd Ci D.

Bambus w ciggu minuty urést przecietnie

A. 0,1 mm

B.*1 mm

Jesli tempo wzrostu tego bambusa
nie zmieni sie, to w ciggu doby urosnie on

C. mnigj niz 1 metr

D.* wiecej niz 1 metr

Wymaganie ogdlne: I. Sprawnos¢é rachunkowa.

Wymagania szczegétowe: 12. Obliczenia praktyczne. Uczen:

3) wykonuje proste obliczenia zegarowe na godzinach, minutach i se-

kundach

6) zamienia i prawidtowo stosuje jednostki dtugosci: metr, centymetr,
decymetr, milimetr, kilometr.

9) w sytuacji praktycznej oblicza: droge przy danej predkosci i danym
czasie, predko$¢ przy danej drodze i danym czasie, czas przy danej
drodze i danej predkosci; stosuje jednostki predkosci: km/h, m/s

W tym zadaniu wybdr poprawnej odpowiedzi wymaga oprdécz sprawnosci rachunkowej, takze umiejet-
nosci zamiany jednostek dtugosci i jednostek czasu oraz obliczenia przyrostu w okreslonym czasie.
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Zadanie 8
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AC AD BC BD* brak lub wiele
odp.

17,6%

Obie odpowiedzi poprawne podato 63% ucznidw. Uczniowie ci nie majg problemu z Zadnag
z wymienionych wyzej umiejetnosci.

Uczniowie, ktérzy wybrali bledng odpowiedz A prawdopodobnie poprawnie zamienili godzine na minu-
ty i poprawnie wykonali dzielenie 6:60=0,1, ale albo zapomnieli o tym, Ze uzyskany wynik wyrazo-

ny jest w centymetrach, albo nie potrafili poprawnie zamieni¢ go na milimetry. Takich uczniéw byto
22,8% (stupki AC i AD).

Z kolei btedny wybor odpowiedzi C wynika¢ moze albo z btednej zamiany jednostek (doby na godziny
lub centymetrow na metry) albo z bledu w mnozeniu 24 - 6. Te btedng odpowiedz C wybrato 18%
ucznioéw (stupki AC i BC).

Wsrod wymienionych wyzej ucznidw, ktorzy popehili ktdrys z opisanych bledoéw, tylko 5,2% btednie
wykonato oba przeliczenia.

W tym zadaniu odsetek uczniéw, ktérzy nie udzielili Zzadnej odpowiedzi lub wybrali wiecej niz jedng
odpowiedzZ jest mniejszy niz w poprzednich zadaniach sprawdzajgcych sprawno$¢ rachunkowg i wy-

nosi 2,3%.

W tym ostatnim zadaniu z obszaru sprawnosci rachunkowej troche lepsze wyniki osiggneli chtopcy —
65% poprawnych rozwigzan, niz dziewczeta — 61%.
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Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 8

100% AC
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brak lub wiele odp.
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K5M poziom umiejetnosci - sprawnosé rachunkowa

Wykres pokazuje, ze dla uczniéw najstabszych zamiana jednostek jest stosunkowo najtatwiejszg
umiejetnoscig rachunkowg sposrod tych sprawdzanych w badaniu. W dwéch poprzednich zadaniach
odsetek poprawnych odpowiedzi wsrdd ucznidw najstabszych nie przekraczat 10%. Natomiast w tym
zadaniu jest on rowny okoto 35%.

Warto zauwazy¢ réwniez, ze nawet wsrdd ucznidw najlepszych odsetek poprawnych odpowiedzi nie
jest rowny 100% — okoto 10% z nich popetnito btad w pierwszej czesci zadania, wybierajgc odpo-
wiedz A.

Umiejetnosci niezbedne w tym zadaniu mozna poprawi¢, ¢wiczac z uczniami nie tylko typowa, nudng
zamiane jednostek, ale rowniez szukajgc kontekstow praktycznych. Pomoze to wywotaé zaintereso-
wanie uczniéw, uswiadomi¢ potrzebe zamiany jednostek i zacheci¢ do poszukiwania sposobdéw ich
przeliczania. Warto rowniez znalez¢ jak najwiecej réznorodnych kontekstéw praktycznych, ktére bedg
odpowiednikiem typowych zadan typu: predkosé-droga-czas. Sytuacji, w ktérych uczeh bedzie obliczat
zmiane, jak zaszta w okre$lonym czasie, czy majgc podane tempo ,dziania sie” pewnego zjawiska,
bedzie musiat obliczy¢ czas, jaki jest potrzebny, by to zjawisko sie wydarzyto.

W zadaniach sprawdzajgcych sprawnos$é rachunkowg uczniowie mogli zdoby¢ maksymalnie 3 punkty.
Wykres ponizej pokazuje rozktad uzyskanych punktéw.
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Srednio uczniowie zdobyli w tym obszarze 1,54 punktu, czyli 51% mozliwych do uzyskania punktéw.

Bardzo podobny byt odsetek uczniéw, ktérzy rozwigzali poprawnie wszystkie zadania i uzyskali 3
punkty (14,6%) i tych, ktérzy nie potrafili rozwigza¢ ani jednego zadania i w zwigzku z tym uzyskali O
punktow (13,2%). Oznacza to, ze mniej wiecej co siddmy uczen bardzo dobrze radzi sobie z rachun-
kami i rowniez co siodmy nie radzi sobie z nimi w ogdle lub ma w tym obszarze bardzo powazne braki.
Pozostali uczniowie znéw niemal pét na p6t rozwigzali poprawnie jedno lub dwa zadania.

Takie wyniki swiadczg o tym, ze sprawnos¢ rachunkowa, ktora jest jedng z podstawowych umiejetno-
$ci uzywanych w codziennym zyciu oraz jest podstawg do uczenia sie matematyki na dalszych eta-
pach ksztalcenia, jest opanowana przez pigtoklasistow w srednim stopniu i wymaga jeszcze doskona-
lenia.

W zakresie sprawnos$ci rachunkowej srednio nie ma réznic miedzy dziewczynkami i chiopcami —
w jednym zadaniu nie byto réznicy w wynikach, jedno zadanie lepiej rozwigzaty dziewczynki, a jedno —
chtopcy.

3.1.3. Sprawnos¢ rachunkowa — wnioski i rekomendacje

Problemy uczniéw z dziataniami na utamkach zwyktych i dziesietnych moga wynikac z niewtasciwego
przyswojenia pojecia utamka. Czesto uczen patrzgc na utamek widzi tylko dwie liczby przedzielone
kreskg albo kilka cyfr z przecinkiem — nie kojarzac nawet jego wielkosci, np. jakiego rzedu to jest wiel-
kos¢, czy jest to liczba wieksza czy mniejsza niz jeden. Wynika to najczesciej ze zbyt szybkiego odej-
Scia od ¢wiczen na konkretach, ktére pozwalajg na intuicyjne zrozumienie utamkéw oraz wszelkich
operacji na nich. Cze$¢ stabszych ucznidw, ktérzy nie rozumiejg pojecia utamka zwyktego na pozio-
mie intuicji, radzg sobie, probujgc wykonywaé dziatania na utamkach podobnie, jak na liczbach natu-
ralnych. Skutkiem takiej strategii sg typowe btedy, np. dodawanie utamkéw wedtug schematu "licznik
do licznika, mianownik do mianownika". Wprowadzajac pojecie utamka i uczgc dziatain na nich, nalezy
zatem przejs¢ droge od konkretu do uogolnienia — konkretne sytuacje nalezy analizowa¢ tak dtugo, az
uczniowie sami stworzg wlasne poprawne intuicje.

Sprawnos$¢ rachunkowg ucznidéw mozna poprawi¢, ¢wiczagc réoznorodne operacje na utamkach dzie-

sietnych i zwyktych tak, aby kazdy uczen miat mozliwos¢ utrwalenia wypracowanych wczesniej intuiciji
dziatan i nabyt sprawnosci w wykonywaniu tych dziatan.
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Warto tgczy¢ standardowe c¢wiczenia rachunkowe z sytuacjami realnymi. Rachunki przeprowadzane
na przyktadach wzietych ,z zycia” dajg uczniom wiekszg szanse dostrzezenia popetnionych btedéw
lub absurdalnych wynikéw. Rozwigzywanie z uczniami takich zadan réwniez pogtebia rozumienie sen-
su dziatan i zapisu liczb.

Zachecamy réwniez do rozwiazywania w klasie zadan, w ktérych uczniowie poczujg korzysci ptyngce
z szacowania. Dzigki tego typu zadaniom mamy szanse przekonac¢ uczniéw, ze przed przystgpieniem
do wykonywania rachunkéw zawsze warto przyjrze¢ sie liczbom i,z grubsza” oceni¢ wynik. W wielu
przypadkach taki sposéb rozwiazania moze im oszczedzi¢ wiele pracy, czasami dzieki temu nie bedag
musieli w ogdle tych dziatan wykonywac. A co najwazniejsze moze to pomdc uczniom dostrzec
i skorygowac popetniony btad.

,Uczen dobiera odpowiedni model matematyczny do prostej sytuacji, stosuje poznane wzory
i zaleznosci, przetwarza tekst zadania na dziatania arytmetyczne i proste réwnania.”

Od uczniéw szkoty podstawowej trudno oczekiwa¢ wprawy w tworzeniu modeli obiektéw, zwigzkéw
czy procesow. Na tym etapie uczniowie stawiajg dopiero pierwsze kroki w modelowaniu i dopiero na
dwoch kolejnych etapach edukacyjnych rozwing swoje umiejetnosci w tym zakresie. Zatem modelo-
wanie na poziomie szkoty podstawowej ogranicza sie do dobierania gotowych modeli do prostych
sytuacji, czy prostej matematyzacji sytuacji opisanej w zadaniu za pomocg dziatan arytmetycznych lub
nieskomplikowanych réwnan.

Umiejetnosci zawarte w tym obszarze sprawdzane byty przez pie¢ zadan z zestawu — zadanie 3, 4, 5,
6i0.

Zadanie 3 (0-1) Il

Marzena przygotowywata lemoniade korzystajgc z przepisu podanego obok. Poniewaz miata

tylko 2 cytryny, wlata do naczynia sok z tych cytryn i 3

szklanki vvody. LEMONIADA

lle tyzek cukru powinna dodac? x 6 szklanek wody
x  sok z 4 cytryn

A.3 B.4 C.5 D.6 E.7 x 8 tyzek cukru
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Wymaganie ogodlne: [ll. Modelowanie matematyczne.

Wymagania szczegdétowe: 2. Dziatania na liczbach naturalnych. Uczen:
6) poréwnuje réznicowo i ilorazowo liczby naturalne.
13. Elementy statystyki opisowej. Uczeh:

2) odczytuje i interpretuje dane przedstawione w tekstach, tabelach,
diagramach i na wykresach.

Zadanie ma nieco zlozong forme — informacje zawarte sg w tekscie i na kartce z przepisem. Aby je
rozwigzaé, trzeba uwaznie przeczytaé tres¢ i zmatematyzowac sytuacje przektadajgc uzycie przepisu
dla innej porcji lemoniady na dziatania arytmetyczne. Stosowanie przepisu jest na tyle bliskie uczniom,
ze nie muszg postugiwac sie proporcjg. Wystarczy moéwic¢ o porcji, dwdch porcjach, czy potowie porcji
lemoniady i wykorzysta¢ porownywanie ilorazowe.

Zadanie 3
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Bylo to najtatwiejsze zadanie matematyczne — zostato poprawnie rozwigzane przez 76% uczniow.

Dystraktory w zadaniu zostaty dobrane nieprzypadkowo. Wybér kazdego z nich pozwala przypusz-
czac o popetnieniu przez ucznia konkretnego btedu. Zauwazmy, ze dziewczynka wlata do dzbanka o 3
szklanki wody mniej niz w przepisie i wykorzystata o 2 cytryny mniej. | tak wybér odpowiedzi C (8,4%)
wskazuje na pomniejszenie liczby tyzek cukru podanej w przepisie o 3, odpowiedz D (4,5%) — 02, a
odpowiedz A (6,7%) — o 5 (2+3). W kazdym z tych przypadkéw uczniowie wykorzystali porownywanie
réznicowe zamiast ilorazowego. Warto zwréci¢ uwage na tych uczniéw, gdyz mogg oni mie¢ w gimna-
zjum problem z rozumieniem proporciji.

Zadanie byto réwnie tatwe dla dziewczynek i dla chtopcéw — nie ma réznicy w osigganych przez nich
wynikach.
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Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 3
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Zadanie byto tatwe dla uczniéw o s$rednich i wysokich umiejetnosciach (odpowiednio okoto 85% i
100% poprawnych odpowiedzi). Nawet wsréd uczniow najstabszych poprawna odpowiedz byta jedng
z dwéch najczesciej wybieranych.

Ktopoty czesci uczniow z wlasciwg matematyzacjg sytuacji opisanej w zadaniu wskazujg na potrzebe
powrotu do zadan, ktére pozwolg uczniom wyczu¢ réznice miedzy porownywaniem réznicowym i ilo-
razowym. Warto réwniez systematycznie siega¢ po zadania, ktérych rozwigzania opierajg sie na zro-
zumieniu i powigzaniu informacji podanych w réznej formie. Zachecamy nauczycieli do samodzielnego
tworzenia odpowiednich zadan osadzonych w kontekstach realnych oraz do wykorzystania inwenciji
tworczej uczniow.

Zadanie 4 (0-1) [
Ola bedzie obchodzita 18 urodziny za 2 lata. Dzi$ Ola jest 4 razy starsza od Mikotaja.

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest

fatszywe.
Dzi§ Mikotaj ma 5 lat. P F*
Za 2 lata Ola bedzie 3 razy starsza od Mikotaja. p* F
Wymaganie ogdlne: [ll. Modelowanie matematyczne.
Wymagania szczegétowe: 2. Dziatania na liczbach naturalnych. Uczen:

6) poréownuje réznicowo i ilorazowo liczby naturalne.
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12. Obliczenia praktyczne. Uczeh:

4) wykonuje proste obliczenia kalendarzowe na dniach, tygodniach,
miesigcach, latach.

Zadanie osadzone jest w realiach bliskich uczniom. Trudnoscig w jego rozwigzaniu jest konieczno$¢
rozwazania wieku Oli i Mikotaja w dwdch sytuacjach — dzi$ i za 2 lata. Do rozwigzania tego zadania
potrzebna jest wiec przede wszystkim umiejetno$é rozumienia zaleznosci miedzy podanymi informa-
cjami oraz uporzgdkowania i zapisania ich w wygodny dla ucznia sposob — np. w tabeli lub uzywajgc
schematu (wiek kazdej osoby teraz i za 2 lata), tak, by fatwo byto identyfikowa¢ konkretng sytuacje z
odpowiednimi liczbami. Obliczenia odgrywaja tu role drugoplanowa, sg banalnie proste i nie stanowig
zadnej bariery w rozwigzaniu. Istotne jest natomiast, aby uczen rozumiat, ze za 2 lata kazdy bedzie o
2 lata starszy, a 3 lata temu kazdy miat o 3 lata mniej, oraz aby sprawnie odwracat podane relacje
miedzy wiekiem Oli i Mikotaja: Ola jest 4 razy starsza od Mikotaja, czyli Mikotaj jest 4 razy mtodszy od
Oli.

Zadanie 4
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Obu poprawnych odpowiedzi udzielito tylko 47,2% uczniéw.
Pierwszg czes¢ zadania rozwigzato 83% uczniéw, a drugg — tylko 49,4% ucznidw.

Btedne odpowiedzi wybierato odpowiednio: w pierwszej czesci zadania — 15,7%, w drugiej czesci za-
dania — 49,3% uczniow.

1,3% ucznidw nie podato kompletnej odpowiedzi lub zaznaczylo wiecej niz dwie odpowiedzi.

Uczniowie, ktérzy zaznaczyli btedng odpowiedz P w pierwszym zdaniu, czyli obliczyli, ze Mikotaj ma
dzi$ 5 lat, przypuszczalnie wczesniej btednie wyznaczyli obecny wiek Oli, dodajgc 2 lata do 18 lat,
zamiast odjgé. Co ciekawe, sposréd tych oséb tylko 2,2% (wszystkich rozwigzujgcych) wybrato
w drugim zdaniu sprzeczng z pierwszym wyborem odpowiedz P. Pozostate 13,5% wybrato zgodng z
pierwszym wyborem odpowiedz F. Proporcja tych grup jest jak 1:6.
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Natomiast sposrod 83% uczniéw, ktdrzy w pierwszym zdaniu wybrali poprawng odpowiedz F, az 36%
(wszystkich rozwigzujgcych) w drugim zdaniu réwniez wybrato odpowiedz F — sprzeczng z pierwszym
wyborem. Pozostate 47% wybrato odpowiedz P i tym samym podato obie odpowiedzi poprawne. W
tym przypadku proporcja tych grup jest jak 3:4.

By¢ moze oznacza to, ze czes¢ ucznidw, ktdrzy w pierwszym zdaniu wybrali poprawng odpowiedz F,
uzyskato jg ,przypadkiem”. By¢ moze odpowiadali oni, ze nieprawdg jest, ze Mikotaj ma 5 lat, wcale
nie dlatego, ze poprawnie obliczyli, ze ma on 4 lata. By¢ moze odpowiadali tak, poniewaz popetnili
jakis inny btgd, w wyniku ktérego wiek Mikotfaja, ktory obliczyli, byt inny niz proponowana odpowiedz 5
lat, ale réwniez inny niz poprawna odpowiedz 4 lata.

W tym zadaniu, podobnie jak w poprzednim z tego obszaru, nie byto réznic miedzy wynikami dziew-
czat i chiopcow.

Wybieralno$¢ odpowiedzi w zadaniu 4
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Na tym wykresie réwniez widac, ze analizowany powyzej uktad odpowiedzi FF ,zachowuje sie dziw-
nie”. Czestos¢ jej wyboréw do pewnego momentu rosnie wraz ze wzrostem umiejetnosci ucznidw,
zamiast male¢, tak, jak to sie dzieje dla innych odpowiedzi niepoprawnych.

Wykres pokazuje roéwniez, ze zadanie zostato poprawnie rozwigzane przez okoto 30% uczniéw naj-
stabszych, okoto 45% uczniéw o srednich umiejetnosciach oraz niespetna 80% uczniéw najlepszych.
Okazuje sie ono zatem doé¢ ,ptaskie”, stabo réznicujgce uczniéw — czestosé poprawnych odpowiedzi
nie rosnie wraz ze wzrostem umiejetnosci uczniow tak szybko, jak w wielu innych zadaniach.

Zasadnicza trudnos¢ tego zadania to nie rachunki, ale rozumienie podanych zalezno$ci i zapisanie ich
w czytelny dla ucznia sposéb. Ksztattowanie takich umiejetnosci mozna zorganizowaé na przykiad
poprzez rozwigzywanie zadan typu: miodszy — starszy, ciezszy — lzejszy, dtuzszy — krétszy. W przy-
padku zadan typu mtodszy — starszy w pierwszej kolejnosci warto wycwiczy¢ samo obliczanie wieku
os6b wystepujgcych w zadaniu, uwzgledniajgc uptyw czasu oraz stosujac porownywanie réznicowe i
ilorazowe. W drugiej kolejnosci proponujemy stawia¢ pytania dotyczgce poréwnania wieku tych oséb —
tu dobrym pomystem jest ilustrowanie momentéw poréwnywania na osi czasu. Zachecamy réwniez do
budowania zadan przez samych uczniéw. Zaczynamy wowczas od tworzenia danych, przedstawiania
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ich w tabeli lub zapisywania schematem, korygowania i stawiania pytan do tych danych. To bardzo
ksztatcgce ¢wiczenia, szczegolnie w sytuacjach, kiedy pytanie ucznia wymaga zmiany danych.

Zadanie 5 (0-1) [

W tabelce przedstawiono kilka informacji o klasie 5A.

Liczba wszystkich uczniéw w klasie 24
Liczba uczniéw, ktorzy ucza sie jezyka hiszpanskiego 8
Liczba ucznidw, ktorzy ucza sie jezyka francuskiego 6
Liczba ucznidw, ktorzy potrafig gra¢ w szachy 16
Liczba ucznidw, ktorzy potrafig ptywac 18

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest

fatszywe.
. 1
Jezyka francuskiego uczy sig Z klasy. p* F
) 3
Ptywac potrafi Z klasy. p* F
Wymaganie ogolne: [ll. Modelowanie matematyczne.
Wymagania szczegdbtowe: 14. Zadania tekstowe. Uczen:

1) czyta ze zrozumieniem prosty tekst zawierajgcy informacje liczbowe.
12. Utamki zwykte i dziesietne. Uczen:

1) opisuje czes¢ danej catosci za pomocg utamka.

Aby poprawnie rozwigza¢ zadanie nalezato wybrac¢ z tabeli potrzebne informacje, a nastepnie dobrac
odpowiednie operacje arytmetyczne tak, aby za pomocg utamka zapisa¢ podane grupy uczniéw jako
czesci catej klasy.

Pierwsza czes¢ zadania powinna by¢ dla uczniéw stosunkowo tatwiejsza niz druga, poniewaz oblicze-
1 3
nie Z (éwiartki) jakiej$ catosci jest bardziej intuicyjne i prostsze rachunkowo niz Z Z kolei pierwszy

obliczony utamek mozna wykorzysta¢ do rozwigzania drugiej czesci: skoro liczba dzieci, ktére potrafig
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ptywac jest 3 razy wieksza niz liczba dzieci, ktére ucza sie francuskiego, to oznacza, ze jeden utamek
musi by¢ 3 razy wiekszy niz drugi. Oczywiscie Uczniowie mogli p6j$¢ tez inng drogg, zbudowac¢ utamki

6
— i

—, a nastepnie skréci¢ je, nie wnikajgc w zaleznos$¢ miedzy nimi.

24 24

Zadanie 5
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Obu poprawnych odpowiedzi udzielito 56,5% ucznidw.
Pierwszg czes$¢ zadania rozwigzato poprawnie 77% uczniow, a drugg — 74% uczniow.

Btedne odpowiedzi wybierato odpowiednio: w pierwszej czesci zadania — 22,4%, w drugiej czesci za-
dania — 25,5% uczniow.

0,8% uczniéw opuscito to zadanie albo zaznaczyto wiecej niz jedng odpowiedz do co najmniej jedne-
go z polecen.

Okazuje sie, ze przynajmniej co piaty uczehn — ci, ktérzy ktérzy podali odpowiedzi PF — nie widziat
1. 3
zwigzku lub nie szukat zwigzku miedzy utamkami Z i Z Nie wykorzystywali oni poprawnie rozwig-

zanej pierwszej czesci do rozwigzania drugie;.

1 3
Niewiele mniej byto uczniéw (17,4%), ktdrzy nie potrafili poprawnie obliczy¢ Z klasy, a potrafili Z

Oznacza to prawdopodobnie, ze w pierwszej czesci zadania skorzystali z niewtasciwych danych licz-
bowych, albo popetnili tam btgd rachunkowy, albo po prostu ,strzelali”.

W tym zadaniu znacznie lepsze wyniki osiggneli chfopcy — 61% poprawnych odpowiedzi, niz dziew-
czynki — 52%. Byto to zadanie, w ktdrym réznica miedzy dziewczynkami i chtopcami jest najwieksza.
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Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 5
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Wykres pokazuje, ze opisywanie czesci danej catosci za pomocg utamka badz obliczanie utamka z
liczby jest bardzo trudne dla stabych uczniéw — odpowiedz PP wybrato tylko okoto 15% z nich. Z kolei
najlepsi nie maja z tym problemu — poprawng odpowiedz wskazato okoto 95% uczniow.

Trudno jednoznacznie zinterpretowac krzyzowanie si¢ linii dla odpowiedzi FP i PF. Moze to potwier-
dzac hipoteze, ze rézne byly mechanizmy i powody wybierania tych odpowiedzi.

To zadanie jest dobrym materiatem ¢wiczeniowym, szczegodlnie dla stabszych uczniéw, poniewaz
tres¢ nie jest zbyt ztozona, jesli chodzi o zawartos¢ informacji, ale jednoczesnie zawiera zbedne dane.
Dobrym ¢wiczeniem dla wszystkich uczniéw jest rozwigzywanie zadan zawierajgcych informacje
podane w rdznej postaci — tabel, diagramoéw, schematéw. Warto zaczynaé od struktur mniej skompli-
kowanych, takich, jak to zadanie. Istotne jest takze, aby przynajmniej niektére z tych zadan zawieraty
wiecej informacji i danych, niz potrzebna do rozwigzania. Warto przebudowywa¢ zadania typowe —
przedstawia¢ dane w réznej postaci, dodawaé dodatkowe informacje, odnosi¢ sie w pytaniach do réz-
nych danych.

Przy rozwigzywaniu takich zadan uczniowie powinni mie¢ mozliwo$¢ stosowania i prezentowania wta-
snych sposobdw porzgdkowania informacji zapisanych w tresci zadania, uwzgledniajgc odrzucenie
zbednych informaciji i wybranie istotnych. Wypracowanie przez uczniéw wiasnych sposobow zapisu
danych i zwigzkéw miedzy nimi bedzie fatwiejsze, jesli umozliwimy uczniom obserwacje réznorodnych
pomystéw zapisu prezentowanych przez kolezanki i kolegow.

Opisywanie czeéci danej cato$ci za pomocg utamka bagdz obliczanie utamka z liczby warto éwiczy¢
wybierajac lub tworzgc zadania zwigzane z zagadnieniami bliskimi uczniom, korzystajac z realnych
sytuacji, rysunkéw, schematow Mozna wéwczas liczy¢ na to, ze uczen kojarzagc wykonywane czyn-
nosci z rachunkiem i wynikiem fatwiej zrozumie sens i zapamieta sposob liczenia.

28



Zadanie 6 (0-1)

Kwadrat o boku 10 cm rozcieto na dwa jednakowe prostokaty.

Dokoncz ponizsze zdanie — wybierz odpowiedz sposrod podanych.

Obwadd kazdego z tych prostokgtéw jest rowny

A.20cm

Wymaganie ogdlne:

Wymagania szczegotowe:

B.*30 cm C.40cm D. 50 cm

Ill. Modelowanie matematyczne.
11. Obliczenia w geometrii. Uczen:

1) oblicza obwdd wielokgta o danych dtugosciach bokéw.

Przy rozwigzaniu tego zadania duzg role odegrato doswiadczenie geometryczne ucznia. Jesli wcze-
$niej manipulowat figurami, sktadat je, rozcinat, obserwowat pola i obwody, nie miat problemu z wybo-

rem wiasciwej odpowiedzi.
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Zadanie zostato rozwigzane poprawnie zaledwie przez 43,3% ucznidw.

Co trzeci uczen wybrat bledng odpowiedz A. Te odpowiedz otrzymamy, jesli obliczymy obwdd kwadra-
tu i podzielimy go na poét. Uczniowie, ktérzy wybrali te odpowiedz nie zauwazyli, ze do tak obliczonej
wielkosci muszg doliczy¢ jeszcze dlugos¢ boku prostokata, ktory powstat w wyniku podziatu. Taki btgd
Swiadczy o braku wyobrazni geometrycznej ucznidw, ktéra zostata zastgpiona przez mechaniczne

wykonywanie obliczen.

Wybor odpowiedzi C moze swiadczy¢ o tym, ze uczniowi wydaje sie, Zze obwody otrzymanych prosto-
katow sg rowne obwodowi kwadratu. Takg odpowiedz dat co dziesiaty uczen.
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Z kolei odpowiedz D otrzymali uczniowie, ktérzy pomylili obwdd z polem — obliczyli pole kwadratu i
podzielili je na dwa. Ten btad zrobito 13% uczniow.

Wyniki osiggane w tym zadaniu przez dziewczeta i chtopcow nie roznity sie.

Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 6
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Wykres pokazuje, ze najczestsza btedna odpowiedz A, zwigzana z brakiem wyobrazni geometrycznej,
byta wybierana zaréwno przez uczniow stabych (ok. 50%), srednich (ok. 35%), jak i przez najlepszych
(10%).

Ciekawe jest rowniez, ze btedng odpowiedz D, zwigzang z pomyleniem obwodu z polem, wybierat
bardzo podobny odsetek ucznidw, niezaleznie od ich poziomu umiejetno$ci modelowania — czarna
linia na wykresie uktada sie na poziomie 15% wyborow prawie przez catg dtugosc.

Jesli chcemy, aby nasi uczniowie mieli wyrobiong wyobraznie geometryczng i nie popetniali btedow
takich, jak w tym zadaniu, nalezy dawac¢ im jak najczesciej okazje do manipulowania figurami czy bry-
tami. Na przyktad stwarza¢ im mozliwosé obserwacji, jak zmieniajg sie pola i obwody figur powstatych
w wyniku dziatah na danych figurach — rozcinania ich wedtug ustalonych regut czy doklejania do nich
innych figur. Nalezy takze zacheca¢ uczniéw do dostrzegania prawidtowosci wystepujacych przy ta-
kich przeksztatceniach figur.

Na przyktad mozna ,przediuzyé” omawiane zadanie, rozcinajgc kwadrat na 3, 4, itd. jednakowe pro-
stokaty. Po rozwigzaniu takiej serii zadan koniecznie nalezy zatrzymac sie i wspdlnie z uczniami przyj-
rze¢ otrzymanym wynikom: Co nam moéwig? Jak mozna je zinterpretowac? Czy nie podpowiadajg one
innego, moze prostszego sposobu rozwigzania? A moze otrzymany wynik przyda sie do rozwigzania
innego, trudniejszego zadania? Taki ,rzut oka wstecz” na rozwigzang serie zadan oraz na otrzymane
wyniki moze zacheci¢ uczniéw do bardziej ogdéinego, syntetycznego spojrzenia na postawiony pro-
blem, a w konsekwencji moze utatwi¢ dostrzezenie ogdlniejszych, bardziej uniwersalnych rozwigzan.

Rozwigzang serie zadan warto uogoélnié, na przyktad przechodzgc do oznaczen literowych. Po rozwig-

zaniu zadan z konkretnymi danymi liczbowymi i interpretacji wynikéw, gdy juz uczniowie uchwycg
istotne zaleznosci, przechodzimy do wyrazeh algebraicznych. Dzieki temu mamy dobry materiat do
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¢wiczenia umiejetnosci modelowania i algebraizacji, a takze dajemy okazje dostrzezenia prawidtowo-
Sci i regut tym uczniom, ktoérzy lepiej czujg sie w obszarze algebry niz geometrii.

Rozwigzywanie takich serii zadan to takze dobra okazja do uczenia stawiania hipotez i ich weryfiko-
wania, uzasadniania swoich tez i argumentowania.

Zadanie 9 (0-1)

Na rysunku przedstawiono trapez ztozony

z trzech jednakowych tréjkgtéw rownobocznych.
Pole kazdego z tych tréjkatoéw jest rowne 10 cm”’.

Jakie jest pole trapezu?

Wymaganie ogdlne: [ll. Modelowanie matematyczne.
Wymagania szczegotowe: 11. Obliczenia w geometrii. Uczen:

2) oblicza pola: kwadratu, prostokata, rombu, rownolegtoboku, trojkg-
ta, trapezu przedstawionych na rysunku (w tym na wlasnym rysunku
pomocniczym) oraz w sytuacjach praktycznych.

Przy rozwigzaniu tego zadania réwniez niezbedne jest geometryczne doswiadczenie ucznia. Jesli
spotkat sie on tylko z obliczaniem pdl figur z zastosowaniem wzoréw, bedzie miat ktopot — zabraknie
mu wysokosci trojkata i porzuci zadanie lub samodzielnie ustali (zmierzy) jej dtugos¢, co nie doprowa-
dzi go do dobrego lub doktadnego wyniku. Jesli natomiast uczefh ma dobrze przyswojone pojecie pola
— mierzyt pola figur r6znymi jednostkami (kwadratami, tréjkgtami itp.), éwiczyt uktadanie znanych figur
w inng figure lub rozcinanie figury na znane figury, tatwo zauwazyt, Ze pole trapezu to suma pél trzech
tréjkatow. Dla takich uczniéw zadanie byto banalnie proste.

UWAGA: Przy ocenianiu nalezy bra¢ pod uwage takze wymiary i obliczenia zapisane przez ucznia
na rysunku lub obok rysunku.

1 punkt
kod 1.1 Poprawny wynik: 30 (z jednostka lub bez jednostki lub z btednie podang jednostka).

Rachunki typu 10 - 3 =30, 10+ 10 + 10 = 30 lub bez wykonywania rachunkéw. Odpo-
wiedz moze by¢ podana lub nie.

0 punktow
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kod 0.1 Uczen zapisuje dziatanie 3 - 10 lub 10 + 10 + 10 (z jednostkg lub bez), ale dalszy ciag
rozwigzania jest niepoprawny i wynik jest inny niz 30. Na przyktad:
3-10cm®=3-10cm - 10 cm =3 - 100 cm = 300 cm
10cm?-3=10cm -9 =90 cm

1

1

1 10cm?®-3=20cm-3=60cm

9 3-10cm”=30cm - 30 cm = 900 cm
il

3-10cm’=30cm’
30 cm® - 3 =90 cm®
Odp. Pole trapezu jest réwne 90 cm?.

 a+b+c=10cm?+ 10cm?+ 10 cm?=20cm + 20 cm + 20 cm = 60 ¢cm

kod 0.2 Uczen tak dopasowuje wymiary tréjkata, aby jego pole byto réwne 10 cm” (ale trojkat o
podanych wymiarach nie jest rownoboczny), oblicza pole trapezu korzystajgc ze wzoru
na pole trapezu i otrzymuje wynik réwny 30. Na przyktad:

5?2

2
_(10+5) & _

Trapez: a=10,b=5h=4, P= 30.

2

=10.

T Trojkat:a=5,h=4, P=

1 Narysunku zaznaczone i podpisane wymiary trojkata a = 10, h = 2,
20+10).

kod 0.3 Uczen probuje dopasowaé wymiary tréjkgta i obliczy¢ pole trapezu korzystajgc
ze wzoru ha pole trapezu, jednak wynik jest inny niz 30. Na przykiad:

1 Narysunku zaznaczone wymiary trojkgta a =5, h = 5.

(0+5)4 75 o1

Trapez:a=10,b=5,h=5 P=
2 2 2

91 Na rysunku zaznaczone wymiary trojkata a =5, h = 4.

Ptrc’)jkata = %@' K) 1@:1 |:)trapezu = % (10+ 4) a 35

kod 0.4 Uczen probuje obliczy¢é pole korzystajgc z jakiego$ wzoru (wzor jest zapisany
i niekoniecznie musi to by¢ wzér na pole). Na przyktad:

1 Zapisany wzor na pole trapezu, brak dalszego rozwigzania.
1T P=a-a=5-10=50

1 P=2a+2b=2-10+2-10=20+20 =40 cm’

T P=a’=10-10-10=1000 cm’

kod 0.8 Inne btedne rozwigzania. Na przykifad:
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7 10:3=3,33... 3,3-5=16,5¢cm (pole pomylone z obwodem)

1 10cm®=10cm - 10 cm =100 cm
Odp. Pole trapezu wynosi 100 cm.
g p- ath
2 H
30:3=10 10:2=5 5-3=15
Odp. Pole trapezu to 15 cm®.
(uczen zapisuje wzér na pole trojkata, ale w dalszym rozwigzaniu z niego nie korzy-
sta, dlatego kod 0.8, a nie 0.4)

kod 0.9 Opuszczenie zadania

Uzyskane wyniki i ich interpretacja

Zadanie 9

70%

60% 56,9%

50%

40%

30%
17,1%

20%
’ 12.3%

5,9%
10% i 0
2,6% 1,2% — .:
0% _ mm , I ,
0.8 0.9

11 0.1 0.2 0.3 0.4

Zadanie zostato poprawnie rozwigzane przez 57% uczniéw (kod 1.1). Poniewaz jest to zada-
nie jednopunktowe, wiec jego tatwos¢ wynosita 57%.

Kolejne 3% uczniow wiedziato, ze aby je rozwigza¢ wystarczy pomnozy¢ pole trojkata przez 3
lub doda¢ do siebie pola trzech trojkatéw (kod 0.1). Ale okazato sie, ze nie potrafili tego zrobic
poprawnie. Popetniali rézne btedy — przyktady podano w schemacie oceniania dla kodu 0.1.
Przyczyng btedéw najczesciej byt brak zrozumienia jednostek pola — tu cm?. Kwadrat, ktory
stoi przy jednostce, ,odrywat sie” od niej i sktaniat uczniéw do wykonywania dodatkowych,
niepotrzebnych dziatan, na przykfad podnoszenia do kwadratu liczby 10.

Warto zauwazy¢, ze uczniowie, ktdrzy rozumiejg, ze pole figury, ktéra sktada sie z innych figur jest
sumg poal tych figur sktadowych, w zdecydowanej wiekszosci nie majg problemu z czescig obliczenio-
wg zadania. Jedynie niewielka czes¢ tych uczniow ma potem trudnosci w operowaniu jednostkami
pola lub ma trudnosci rachunkowe.

Nastepne 7% uczniéw nie potrafito obliczyé pola tego trapezu inaczej, niz korzystajgc ze wzo-

ru na pole trapezu. Aby jednak méc go wykorzystaé, trzeba byto znaé dtugosci bokéw i wyso-
kos¢ trapezu. Z tego powodu:
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1% wszystkich uczniéw dopasowato wymiary tréjkata tak, aby jego pole byto réwne 10
cm?. Na tej podstawie ustalali oni wymiary trapezu. Obliczone w ten sposéb pole trapezu
byto réowne 30 cm”. Jednak trojkaty o takich wymiarach nie byty réwnoboczne, czyli nie
spetniaty warunkoéw zadania (kod 0.2).

6% wszystkich uczniéw przyjmowato jakies wymiary tréjkgta lub trapezu, jednak pola
tréjkatéw o takich wymiarach nie byty réwne 10 cm?, czyli rébwniez nie spetniaty warun-
koéw zadania (kod 0.3).

Kolejne 4% ucznidow nie miato innego pomystu na rozwigzanie zadania, niz skorzystanie
Z jakiego$ wzoru. Jednak nie pamietali wzoru na pole trapezu lub nie potrafili go uzyc
(kod 0.4). Uczniowie z tej grupy przytaczali r6zne poznane wzory: na pole kwadratu, obwdd
prostokata itd. Rowniez sposob uzywania tych wzoréw $wiadczy, ze uczniowie ci zupetnie nie
rozumiejg ani wzoru, ani znaczenia wystepujgcych w nim liter.

17% ucznidw rozpoczeto rozwigzywanie zadania, ale popetnito inne btedy, niz opisane powy-
zej lub po prostu ograniczyto sie do zapisania danych z zadania (kod 0.8).

Ostatnia grupa — 12% uczniéw — nie podjeta proby rozwigzania zadania (kod 0.9). To zadanie,
inaczej niz to zwykle bywa w przypadku zadan otwartych, nie znajdowato sie na koncu arku-
sza, lecz w srodku. Pozwala to przypuszczac, ze uczniowie, ktorzy je opuscili zrobili tak, po-
niewaz nie potrafili go rozwigzac, a nie dlatego, ze zabrakto im czasu.

Wyniki uzyskane w tym zadaniu $wiadczg o tym, ze tylko 60% uczniéw V klasy rozumie pojecie pola
figury. Zdajg oni sobie sprawe, ze jesli z kilku innych figur utozymy nowg figure, to jej pole jest suma
pol czesci sktadowych.

Pozostate 40% uczniéw zupetnie nie potrafi postugiwac sie pojeciem pola lub nie rozumie go i kojarzy
je wylgcznie ze wzorami.

W zadaniu nie byto réznic miedzy wynikami dziewczat i chtopcow.

Wybieralnos$é odpowiedzi w zadaniu 9

100% - 1.1 - poprawne rozwigzanie
0.1 - popr. sposoéb, zty wynik
0.2 - ze wzoru, popr. wynik
0.3 - ze wzoru, zty wynik
0.4 - zle wzory
80%
60%
40%
20%
0% - s o < + s ==
T T T T T T
80 90 100 110 120 130

K5M poziom umiejetnosci - modelowanie matematyczne
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Wykres pokazuje, ze wsréd najstabszych ucznidow pojecie pola jest nalezycie przyswojone przez zale-
dwie 20% ucznidéw, a wsréd najlepszych potrafi sie nim postugiwa¢ 90% ucznidw. Mozna zwrdcic
uwage réwniez na réznice w przebiegu linii rézowej (kod 04 — ,jakis wzér”) i czarnej (kod 03 — ,wzoér
na pole trapezu”). Pierwsza z nich szybciej opada — swiadczy to o tym, ze ten rodzaj btedu zdarza sie
raczej wsrod stabych uczniéw. Natomiast druga linia dituzej utrzymuje sie na statym poziomie. To z
kolei pokazuje, ze korzystanie ze wzoru na pole trapezu, mimo braku danych, zdarza sie wsréd
ucznidow o réznych poziomach umiejetnosci.

Rekomendacje

W nauczaniu geometrii, zarowno ptaskiej, jak i przestrzennej w szkole podstawowej waznym i czesto
niedocenianym elementem pracy z uczniami jest operowanie realnymi obiektami. Polecamy zadania
na mierzenie wymiaréw i pol figur réznymi jednostkami, zadania na manipulowanie figurami na ptasz-
czyznie: rozcinanie figur, sktadanie figur. Obserwacje uczniéw powinny dotyczy¢ wymiaréw, obwodow
i pél elementéw sktadowych oraz powstatej figury. Bardzo przydatng pomocg dydaktyczng w ksztatto-
waniu wyobrazni geometrycznej ucznidw jest rowniez prosty geoplan.

Bardziej szczegétowe rekomendacje zostaty podane pod ostatnim omawianym zadaniem 6.

3.2.2. Modelowanie matematyczne — podsumowanie

W zadaniach sprawdzajgcych umiejetno$¢ modelowania matematycznego uczniowie mogli zdoby¢
maksymalnie 5 punktéw. Wykres ponizej pokazuje rozkfad uzyskanych punktéw.

K5 modelowanie matematyczner ozkgad zdoby

30

24,6

25 21,8
20

21,3

15

10

)]

o

0 pkt 1 pkt 2 pkt 3 pkt 4 pkt 5 pkt

W obszarze modelowanie matematyczne uczniowie zdobyli srednio 2,80 punktu, czyli 56% punktow
mozliwych do uzyskania.

Z wykresu wynika, ze tylko co dwudziesty uczen biorgcy udziat w badaniu nie uzyskat w tym obszarze
ani jednego punktu, a co dsmy otrzymat wszystkie mozliwe punkty. Nieco ponad 40% ucznidow zdoby-
to w obszarze modelowania matematycznego mniej niz potowe punktéw, a prawie 60% wiecej niz
potowe.

Zadne zadanie z tego obszaru nie byto bardzo trudne dla uczniéw — odsetki poprawnych odpowiedzi
wynosity od 43% — w zadaniu o rozcinaniu kwadratu na prostokaty, do 76% — w zadaniu o przygoto-
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wywaniu mniejszej porcji lemoniady wedtug podanego przepisu. To ostatnie zadanie byto dla uczniéw
najtatwiejsze z catego zestawu.

Ze sposobow rozwigzan zadan i popetnianych btedéw wynika, ze cze$¢ ucznidw ma problemy z od-
powiednim uzyciem poréwnywania réznicowego i ilorazowego oraz z wtasciwym modelowaniem rela-
cji, a w szczegdlnosci z odwracaniem ich. Nadal duza czes¢ ucznidéw nie radzi sobie wystarczajgco
dobrze z pojeciem pola figury — nie rozumie go na poziomie intuicji, ucieka w niepotrzebne uzywanie
wzorow, myli z obwodem.

W zadaniach sprawdzajgcych umiejetnos¢ modelowania matematycznego $rednio nie ma réznic mie-
dzy dziewczynkami i chtopcami — w czterech zadaniach nie bylo réznicy w wynikach, a tylko jedno
zadanie znacznie lepiej rozwigzali chiopcy.

Pod hastem modelowanie matematyczne w szkole podstawowej kryje sie dobér odpowiedniego mode-
lu matematycznego do prostej sytuacji, stosowanie poznanych wzoréw i zaleznosci oraz przetwarza-
nie tekstu zadania na dziatania arytmetyczne i proste réwnania. Uczen stawia pierwsze kroki na tym
polu, wiec ogromng role odgrywa dobdr i kolejnos¢ zadan, w ktérych dopasowuje znany model do
nieskomplikowanej sytuacji, czy wykonuje prostg matematyzacje sytuacji opisanej w zadaniu.

Kazdy doswiadczony nauczyciel ma zgromadzony zasob zadan, ktére uzywa w swojej pracy. Warto
im sie przyjrzec i ocenic, czy sg one réznorodne i ciekawe dla ucznia. Proponujemy zwrdci¢ uwage,
czy sg wsrod nich zadania o bardziej zlozonej formie, gdzie informacje przedstawione sg w rézny spo-
s6b — w tekstach, tabelach, diagramach — na przyktad tak, jak w zadaniu o uczniach klasy 5a, czy w
zadaniu o przygotowywaniu lemoniady. W rozwigzaniu takich zadan odpowiednie zestawienie infor-
mac;ji i ustalenie zaleznosci miedzy nimi warunkuje prawidtowy dobér modelu matematycznego. Warto
przyjrze¢ sie rowniez, czy zadania sg osadzone w kontekstach praktycznych. Stosowanie kontekstow
bliskich uczniom utatwia porzgdkowanie informacji, rozumienie celowosci obliczen i pomaga
w doborze modelu.

Podczas rozwigzywania zadan nalezy zwracaé uwage na rdézne sposoby prezentowania przez
uczniéw danych i wyrézniac te, ktére pokazujg zwigzki pomiedzy informacjami. Wazne jest réwniez,
aby wszyscy uczniowie mogli zaprezentowa¢ wybrany przez siebie model. Buduje to u nich przekona-
nie, ze wiekszos¢ zadan mozna rozwigzac na rézne sposoby.

Zachecamy takze do proponowania uczniom zadanh nietypowych. Podejmowanie sie rozwigzania ta-
kich zadan daje okazje do pokazania, ze zasady logicznego, matematycznego postepowania mozna
zastosowac takze w sytuacjach, z ktérymi uczniowie wczesniej sie nie spotkali. Ponadto nabierajg oni
Smiatosci, ze réwniez w sytuacjach nietypowych sg w stanie sobie poradzi¢.

Réwniez wsrdd zadan geometrycznych proponowanych uczniom podczas lekcji powinny byé zadanie
nietypowe. Procz standardowych éwiczen typu ,,Oblicz obwéd...”, ,Oblicz pole ...”, ktérych nie da sie
pomingé¢, nalezy proponowaé uczniom na przyktad zadania, w ktérych trzeba rozcig¢ figure i obliczy¢
pole lub obwdd otrzymanych czesci (jak w zadaniu o rozcietym kwadracie). Lub utozy¢ nowg figure
z podanych figur i zastanowic sie, jakie jest jej pole i obwdd w poréwnaniu do pdl i obwodow czesci
sktadowych (jak w zadaniu o trapezie ztozonym z trzech trojkgtow).

Dobrym wstepem do rozwigzywania takich zadan sg ¢wiczenia manualne — rozcinanie nozycami figu-
ry na czesci lub sktadanie figur z przygotowanych czesci. Takie ¢wiczenia i zadania ksztaftujg u
uczniéw pojecie pola i obwodu — pomagajg intuicyjnie rozrézniaé, ze przy podziale figury na czesci jej
pole tez dzielone jest na czesci, natomiast obwdd nie.
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Analogiczne sugestie dotycza figur przestrzennych, przy omawianiu ktérych nie nalezy zapomnie¢ o
rozcinaniu prostopadtoscianu na czesci i sktadaniu nowych bryt z prostopadtoscianéw i szescianow.

,Uczen prowadzi proste rozumowanie sktadajgce sie z niewielkiej liczby krokéw, ustala kolejnosc
czynnosci (w tym obliczen) prowadzgcych do rozwigzania problemu, potrafi wyciggnaé wnioski z kilku
informacji podanych w réznej postaci.”

Na poziomie szkoty podstawowej nie mozna oczekiwac¢ od ucznidw rozumowan zbyt ztozonych. Takze
strategia rozwigzania zadania, ktérg moze stworzyé uczeh na tym etapie edukacyjnym sprowadza sie
do zaplanowania i wykonania kilku prostych krokow.

Réznica pomiedzy typowymi ¢wiczeniami, a zadaniami opartymi na rozumowaniu i budowaniu strate-
gii polega na tym, ze w pierwszym przypadku wymagajg one od ucznia przypomnienia znanych, prze-
¢wiczonych sposobdw postepowania i ich zastosowania. W drugim przypadku wymagamy od ucznia
najpierw analizy nietypowej dla niego sytuacji opisanej w zadaniu, nastepnie wymyslenia drogi dojscia
do rozwigzania i ustalenia kolejnych krokéw postepowania, a dopiero na koniec wykonania tych kro-
kéw.

Rozumowanie i tworzenie strategii to umiejetnosci, ktére na kazdym etapie nauczania sprawiajg
uczniom trudnosc¢, poniewaz oprocz dobrej znajomosci narzedzi matematycznych, wymagaja takze

dobrego, intuicyjnego rozumienia uzywanych narzedzi, pojec i zaleznosci.

Umiejetnosci zawarte w tym obszarze sprawdzane byly przez pie¢ zadan z zestawu — zadania 7, 10,
11,12 13.

Zadanie 7 (0-1) IV

Kasia cieniuje niektore kratki w kwadratach w taki sposob jak na rysunkach.

kwadrat23 2 kwadrat33 3 kwadrat43 4  kwadrats3 5

Zacieniowata w ten sposéb réwniez kratki w kwadracie 20 3 20.
lle kratek Kasia zacieniowata w tym kwadracie?

A. 38 B.*39 C. 40 D. 41 E. 42
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Wymagania ogdlne: IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.
Wymagania szczegdétowe: 14. Zadania tekstowe. Uczen:

3) dostrzega zaleznosci miedzy podanymi informacjami.

Do poprawnego rozwigzania zadania potrzebna jest umiejetnos¢ starannego przeanalizowania i zro-
zumienia zaleznos$ci liczby zamalowanych kratek od dtugosci boku kwadratu. Analiza ucznia moze
przebiega¢ na przykiad tak: jesli zamaluje wszystkie kratki przy jednym boku, to na drugim sgsiednim
boku jedna kratka bedzie juz zamalowana. Czyli na tym drugim boku musze zamalowaé¢ o 1 kratke
mniej.

Oczywiscie mozna tez po prostu narysowa¢ kwadrat o wymiarach 20 3 20, a nastepnie zamalowac i
policzy¢ odpowiednie kratki. W ten sposdb réwniez otrzyma sie poprawne rozwigzanie, ale zajmie to
wiecej czasu i mozna pomyli¢ sie w rachowaniu kratek.

Zadanie 7
100%

90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%

45,4%

40,9%

6,0%
10% 2,9% 3,7% 1,1%
0% T T T I
A B* C D E brak lub
wiele odp.

Zadanie zostato rozwigzane poprawnie przez 45,4% uczniow.

Kolejne 40,9% uczniéw wybrato odpowiedz C. Podwoili oni diugo$¢ boku kwadratu, ale nie dostrzegli,
ze jedna kratka jest wspdlna dla obu bokdéw, czyli nie dokonali starannej analizy przedstawionej na
rysunkach zalezno$ci.

Pozostate trzy mozliwe odpowiedzi byty wybierane przez bardzo niewielkie odsetki uczniow.

Niektdrzy uczniowie dostrzegli szczegdlng role naroznej kratki, ale w zwigzku z tym dodali 1, zamiast
odjgé — ci uczniowie podali odpowiedz D.

Kolejne 6% ucznidw zauwazyto, ze trzeba odjgc 1 kratke, ale odjeto jg od kazdego boku zamiast od
sumy — ci uczniowie otrzymali odpowiedzZ A.

Ostatnia grupa to uczniowie, ktérzy dodali 1 kratke do kazdego boku, a nastepnie obliczyli sume. Ci
uczniowie otrzymali odpowiedz E.
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Nie mozna takze wykluczy¢, ze cze$¢ ucznidw wskazujgcych te nietypowe odpowiedzi A, D lub E po
prostu ,strzelata”.

W tym zadaniu nie byto réznic miedzy wynikami osigganymi przez dziewczeta i chtopcow.

Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 7
100%

mMOOg>

80% T

60% T

40%

20%

0%

T T T T T
70 80 90 100 110 120
K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii

Wykres potwierdza, ze zadanie bardzo dobrze sprawdza umiejetno$é rozumowania i tworzenia strate-
gii rozwigzania — uczniowie, ktérzy we wszystkich zadaniach z tego obszaru uzyskiwali najnizsze wy-
niki, w tym zadaniu roéwniez bardzo rzadko wybierali poprawng odpowiedz (okoto 10-15%). Natomiast
ci, ktérzy w innych zadaniach radzili sobie bardzo dobrze, w tym zadaniu réwniez wybierali poprawng
odpowiedz (okoto 85-90%).

Wykres pokazuje, ze uczniowie stabi zdecydowanie najczesciej wybierali odpowiedz C (okoto 60%)
oraz, ze rébwniez wsrod uczniéw najlepszych czes¢ osob wybiera te odpowiedz (okoto 10%).

Dostrzeganie zaleznosci miedzy roznymi wielko$ciami jest umiejetnosciag, ktéra moze byé doskonalo-
na poprzez rozwigzywanie wielu réznych zadah — dotyczacych proporcji, zalezno$ci miedzy dtugoscig
boku kwadratu, a jego obwodem, czy zadan geometrycznych podobnych do opisanego wyzej. Takze
omawiane wczesniej zadanie 6 o rozcinaniu kwadratu na prostokaty i rekomendowane éwiczenia za-
mieszczone pod tym zadaniem sg zwigzane z dostrzeganiem zaleznosci miedzy roznymi wielkoscia-
mi. Polecamy réwniez uktadanie przez ucznidow witasnych zadan, kidre bedg traktowali jak zagadki -
tamigtéwki. Po omoéwieniu w klasie takich zadan mozna zacheci¢ uczniéw do modyfikacji zadan kole-
gow. Taki rodzaj pracy stwarza rowniez szanse na pobudzenie aktywnosci wszystkich uczniow.
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Zadanie 10 (0-2) \Y)

Bartek zbudowat prostopadtoscian z 12 szesciennych klockow.

y AR A4

Nastepnie usunat jeden klocek i otrzymat bryte przedstawiong na rysunku ponizej.

y 4 y4

Ocen prawdziwos¢ podanych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest falszywe.

Nowa bryta ma mniejszg objetos¢ niz poczatkowy prostopadtoscian. p* F
Nowa bryta ma mniejsze pole powierzchni niz poczgtkowy prostopadtoscian. P F*
Wymagania ogdlne: IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe: 14. Zadania tekstowe. Uczen:

5) do rozwigzywania zadan osadzonych w kontekscie praktycznym
stosuje poznang wiedze z zakresu arytmetyki i geometrii oraz nabyte
umiejetnosci rachunkowe, a takze wtasne poprawne metody.

Bylo to jedyne zadanie zamkniete, za ktére uczen maogt otrzymac 2 punkty — po 1 za poprawne roz-
wigzanie kazdej czesci.

Do rozwigzanie tego zadania nie byly potrzebne Zzadne rachunki, tylko rozumienie pojeé: objetosc¢ i
pole powierzchni oraz umiejetnos¢ rozumowania.
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Zadanie 10a Zadanie 10b
100% 100%
90% 90%
80% 80%
68,5%
70% 70%
0,
60% - 60% >8.6%
50% - 50% 40.0%
0%
40% - 301% 40%
30% - 30%
20% - 20%
10% 1 1,5% 10% 1.4%
0% L T T 1 O% T T 1
p* F praklub P F* braklub
wiele odp. wiele odp.

Srednio za cate zadanie uczniowie otrzymali 1,08 punktu — jego fatwo$¢ wynosita zatem 54%.

Pierwsza czes¢ zadania dotyczgcg objetosci powstatej bryty poprawnie rozwigzato 68,5% uczniow.
Oznacza to, ze majg oni poprawnie uksztattowane rozumienie pojecia objetosci — wiedzg, ze aby oce-
ni¢, czy objetos¢ sie zmienita i jak, nie muszg stosowa¢ zadnych wzoréw ani wykonywac obliczen.
Widzg zwigzek miedzy doktadaniem lub usuwaniem czesci sktadowych, a objetoscig powstatej bryty.

Niestety, co trzeci uczen V klasy nie rozumie pojecia objetosci na poziomie intuicyjnym. Istnieje ryzy-
ko, ze kiedy w programie klasy VI pojawig sie wzory na obliczanie objetosci bryt, ci uczniowie zaczng
je stosowac bez zrozumienia — bezrefleksyjnie i algorytmicznie — nie wiedzgc, co wtasciwie obliczaja.

Druga czes$¢ zadania z natury swojej byta trudniejsza niz pierwsza, poniewaz nie wystarczyta sama
znajomos¢ uzywanego pojecia i jego rozumienie — trzeba tez bylo wykona¢ pewne rozumowanie.
Uczen V klasy nie ma jeszcze do dyspozycji zadnych wzoréw, ktérymi moze sie postuzy¢, dlatego aby
maoc ocenié, jak zmienito sie pole powierzchni bryty, musi zauwazy¢, ze wystarczy przeanalizowaé, jak
zmienia sie liczba kwadratéw sktadajgcych sie na powierzchnie bryty. Po usunieciu kostki potozonej
tak, jak pokazano na rysunku, znikty dwa wczesniej istniejgce kwadraty, ale pojawity sie cztery nowe.
Zatem nowa bryta ma wieksze pole powierzchni catkowitej niz prostopadtoscian, z ktérego powstata.

Te cze$¢ zadania poprawnie rozwigzato 40% ucznidw. Nie jest to wcale mato, zwazywszy, ze pojecie
pola powierzchni bryty moze nie byé znane czesci uczniow V klasy i w takiej sytuacji muszg sie postu-
giwa¢ analogig do pola figury ptaskiej. Rowniez rozumowanie, ktore trzeba wykorzysta¢ dla rozwigza-
nia tego zadania nie jest proste i typowe.

W rozwigzaniu tego zadania réwniez nie byto réznic miedzy dziewczetami i chtopcami.
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Zadanie 10

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10% 1,8%

0% - - - - -

pP*p P*F* FP FF* brak lub wiele
odp.

34,0% 34,2%

24,3%

57%

Okazuje sie, ze z grupy 68% uczniow, ktérzy poprawnie rozwigzali pierwszg czes¢ zadania — odpo-
wiedz P — doktadnie potowa poprawnie rozwigzata réwniez drugg czes¢ zadania — odpowiedz PF —
34%. Druga potowa tych uczniéw drugg czes¢ rozwigzata zle — odpowiedz PP — 34%. Wydaje sie
zatem, ze rozumienie pojecia objetosci nie gwarantuje poradzenia sobie z rozumowaniem dotyczgcym
pola powierzchni.

Natomiast wsréd ucznidw, ktdrzy poprawnie rozwigzali drugg czes¢ zadania — odpowiedz F — 40%,
znaczna wiekszos¢ poprawnie rozwigzata rowniez pierwsza czes¢ — odpowiedz PF — 34%. Tylko co
siodmy uczen z tej grupy nie poradzit sobie z pierwszg czescig zadania — odpowiedzi FF — 5,7%.
Okazuje sie zatem, ze przeprowadzenie rozumowania dotyczgcego pola powierzchni jest fatwiejsze
dla tych uczniéw, ktérzy majg poprawnie uksztattowane rozumienie pojecia objetosci.

Wybieralno$¢ odpowiedzi w zadaniu 10_1
100% P*
Brak lub n>1 odp

80% |
i //
40%-
20% - \\\\

0%

T T T T T
70 80 90 100 110 120
K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii

Wykres pokazuje, ze wiasciwe rozumienie pojecia objetosci jest stosunkowo mato zwigzane
z umiejetnoscig rozumowania i tworzenia strategii, sprawdzang przez te grupe zadan — réznica mie-
dzy czestoscig wybierania poprawnej odpowiedzi przez uczniéw stabych i uczniéw dobrych jest sto-
sunkowo niewielka.
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Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 10_2
100% P

=
Brak lub n>1 odp
80%
60%

40%

20%

—
0% —

T T T
70 80 20 100 110 120
K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii

W drugiej czesci zadania dotyczacej pola powierzchni opisana powyzej zaleznos¢ jest jeszcze mniej-
sza — niebieska linia pokazujgca czesto$¢ wybierania poprawnej odpowiedzi jest prawie pozioma.

Takie zadania sg bardzo trudne dla uczniéw bez doswiadczenia w manipulowaniu figurami. Jesli na-
tomiast uczen bawit sie figurami, cho¢by na ptaszczyznie, na przyktad usuwat kwadrat z brzegu pro-
stokata i porownywat pole i obwdd powstatej figury z pole i obwodem prostokata, z ktérego ta figura
powstata, ma dobrg podbudowe do rozwigzania zadania. Dla takich uczniow tatwiejsze bedzie zbudo-
wanie w wyobrazni bryly oraz obserwacja pola i objetosci figury powstatej w wyniku usuniecia jej
fragmentu.

Dlatego nalezy stwarza¢ uczniom, zwtaszcza szkoty podstawowej, wiele okazji do manipulowania
brytami, budowania nowych bryt z szescianéw lub innych ,klockéw”, dzielenia bryt na szesciany, pro-
stopadtosciany, odcinanie fragmentéw bryt. Przy tych doswiadczeniach nauczyciel moze obserwowac,
jak uczniowie widzg zmiany pola i objetosci bryt, jak wnioskujg, jak dostrzegajg zaleznosci, jak argu-
mentuja.

Zadanie 11 (0-3) \Y

Z duzych i matych kwadratéw utozono prostokat tak, jak przedstawiono na rysunku.
Bok duzego kwadratu ma 15 cm.

Jakie wymiary ma utozony prostokagt?

Wymagania ogdlne: IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegétowe: 14. Zadania tekstowe. Uczen:
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4) dzieli rozwigzanie zadania na etapy, stosujgc wiasne, poprawne,
wygodne dla niego strategie rozwigzania.

Aby rozwigza¢ zadanie nalezato zauwazy¢, ze na jeden bok prostokata sktadajg sie cztery boki duze-
go kwadratu, a na drugi — bok duzego i bok matego kwadratu. Obliczenie dtugosci dtuzszego boku nie
powinno by¢ dla uczniéw problemem. Trudno$¢ zadania tkwita w tym, ze aby obliczy¢ dtugosé boku
matego kwadratu, uczen musiat zauwazy¢ zaleznos¢ pomiedzy dtugoscig boku duzego kwadratu i
matego kwadratu.

Zadanie nie jest typowe. Z tresci zadania uczen dowiaduje sie o diugosci boku duzego kwadratu. Na-
tomiast zaleznosci miedzy dtugosciami istotnych odcinkéw odczytuje z rysunku. Utworzenie logiczne-
go ciggu kilku operaciji, wykorzystujgcego informacje dane w zadaniu i prowadzacego do rozwigzania,
jest czynnoscig trudng i wymagajaca pewnego doswiadczenia.

Dtuzszy bok prostokagta: 4 - 15 cm =60 cm

Bok matego kwadratu: 60 cm : 6 = 10 cm

Krotszy bok prostokgta: 15 cm + 10 cm =25 cm

Odp. Wymiary prostokgta to 60 cm x 25 cm.

UWAGA:

3 punkty
kod 3.1.
2 punkty
kod 2.1.

kod 2.2.

kod 2.3.

1 punkt

kod 1.1.

kod 1.2.

Przy ocenianiu nalezy bra¢ pod uwage takze wymiary figur i obliczenia zapisane przez
ucznia na rysunku lub obok rysunku.

Poprawne wymiary: 60 x 25 (z jednostkg lub bez, odpowiedz podana lub nie).

Poprawna metoda obliczenia obu wymiaréw prostokagta z btedami rachunkowymi

Poprawne wyznaczenie boku matego kwadratu (10 cm), brak dalszego ciggu rozwigzania
lub dalszy cigg rozwigzania jest btedny (btad inny niz rachunkowy)

Bledne wyznaczenie dluzszego boku prostokata (btgd inny niz rachunkowy)
i konsekwentnie poprawnie obliczona dtugos¢ boku matego kwadratu i drugi bok prosto-

kata

Poprawne obliczenie diuzszego boku prostokata (60 cm), brak dalszych obliczen lub
dalsze obliczenia sg btedne

Btedne wyznaczenie diuzszego boku prostokata i konsekwentnie poprawnie obliczona
dtugosé boku matego kwadratu
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0 punktow
kod 0.8.

kod 0.9.

Inne btedne rozwigzania

Opuszczenie zadania

Uzyskane wyniki i ich interpretacja

Zadanie 11
350%
30,3%
30% 27.6%
25% o1 79
20% -
14.9%
15% -
10% -
5% - -
2,0% 28% 4 40 0.4%

0% - — - :

31 21 22 23 11 1.2

Srednio za to zadanie uczniowie otrzymali 1,03 punktu — jego fatwo$¢ wynosita zatem 34%. Byto to
najtrudniejsze zadanie otwarte.

Zadanie zostato poprawnie rozwigzane tylko przez 22% uczniéw (kod 3.1). Uzyskali oni za
swoje rozwigzanie 3 punkty.

Rozwigzania za 2 punkty przedstawito zaledwie 5% uczniéw. Wsrdd nich:

2% ucznidéw wiedziato, jak rozwigzac zadanie, ale popetnili btedy rachunkowe (kod 2.1),

3% uczniow pokonato gtéwna trudnos¢ zadania, czyli obliczyli oni dtugo$¢é boku matego
kwadratu, ale w dalszej czesci rozwigzania popetnili btad (inny niz rachunkowy) lub po
prostu nie dokonczyli rozwigzania (kod 2.2),

bardzo niewielki odsetek ucznidow (mniej niz 1%) rozpoczat zadanie od btednego obli-
czenia dtuzszego boku prostokgta (btad byt inny niz rachunkowy), ale dalsze kroki roz-
wigzania byly poprawne (kod 2.3).

1 punkt za rozwigzanie tego zadania otrzymato 28% uczniéw. | tak:

prawie wszyscy wsrdd nich obliczyli tylko dtugos¢ diuzszego boku prostokata, czyli wy-
konali oni tylko pierwszy krok na drodze do petnego rozwigzania zadania (kod 1.1),

bardzo niewielu sposréd nich (mniej niz 1% wszystkich badanych) obliczyto dtugos¢ bo-

ku matego kwadratu, ale skorzystali przy tym z niepoprawnie wyznaczonej dtugosci bo-
ku prostokata oraz nie doprowadzili rozwigzania do konca (kod 1.2).
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Pozostate 45% uczniéw nie uzyskato za to zadanie zadnego punktu. Wsréd nich:
30% przedstawito btedne rozwigzanie (kod 0.8),
15% nie przedstawito zadnego rozwigzania, czyli opuscito zadanie (kod 0.9).

Dziwne wydaje sig, ze tak trudne okazato sie dla uczniéw wykonanie chocby pierwszego kroku, czyli
obliczenie dtuzszego boku prostokata (rozwigzanie za 1 punkt). Aby to zrobi¢ nie sg potrzebne zadne
ztozone umiejetnosci, wystarczy potgczy¢ informacje o diugosci boku duzego kwadratu, podang w
tek$cie zadania z rysunkiem, na ktérym wida¢, ze dluzszy bok prostokata tworzg 4 takie kwadraty.
Dlaczego az 45% uczniéw nie potrafito tego zauwazy¢?

Podobnie jak we wczesniejszych zadaniach z tego obszaru, w tym zadaniu réwniez nie ma roznic
miedzy wynikami osigganymi przez dziewczeta i chtopcow.

Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 11

100% 1 3.1 - poprawne rozw. - 3 punkty

2.x - czesciowo popr. rozw. - 2 punkty
1.x - tylko dtuzszy bok - 1 punkt

0.8 - btedne rozw. - 0 punktow

0.9 - brak rozw. - 0 punktow

80%

60% T
40% A

20%

0% —
T T T T T
70 80 90 100 110 120
K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii

Powyzszy wykres potwierdza, ze byto to dla uczniéw V klasy bardzo trudne zadanie — w$rdd ucznidw
najlepszych rozwigzato je tylko 3 na 4 uczniéw, a sposréd ucznidw o srednim poziomie umiejetnosci
zaledwie co 10. Dla uczniéw stabych zadanie byto zupetnie niewykonalne.

Rozwigzanie za 1 punkt, ktére powinno by¢ widoczne dla wiekszosci uczniéw, potrafito przedstawic
tylko niespetna 10% uczniéw najstabszych i okoto 40% uczniéw o Srednich umiejetnosciach. Zaskaku-
jace, ze nawet wsrod ucznidw najlepszych, ktérzy w pozostatych zadaniach z tego obszaru otrzymy-
wali bardzo wysokie wyniki, okoto 15% zdotato uzyskac tylko 1 punkt.

Kolejna rzecz, na ktérg warto zwréci¢ uwage, to wyniki uzyskiwane przez uczniéw o srednich umiejet-
nosciach: okoto 10% z nich rozwigzato zadanie catkowicie poprawnie, okoto 40% wykonato tylko
pierwszy, najtatwiejszy krok rozwigzania zadania, a pozostali, czyli okoto 50% uczniéw, nie potrafito
nawet rozpoczaé rozwigzania. Jest to bardzo niepokojgcy sygnat, Swiadczacy o tym, ze rozumowania
w obszarze geometrii sg opanowane przez uczniow V klasy w dalece niewystarczajgcym stopniu.
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Poniewaz uczniowie czesto sg w stanie wykona¢ poprawnie pojedyncze kroki w rozwigzaniu zadania,
ale nie potrafig tych krokéw zaplanowa¢, a nastepnie zwigza¢ w catos¢, warto stawiac ich przed takimi
wyzwaniami. Polecamy zadania, najpierw dwuetapowe, potem kilkuetapowe, odbiegajgce od rutyno-
wych zadan ¢wiczeniowych, ktére uczg analizy problemu, planowania i konsekwentnej realizacji planu
rozwigzania.

Warto takze tak zaplanowac¢ prace z tymi zadaniami, aby uczniowie mogli rozwigza¢ je sami, a na-
stepnie swoje rozwigzania przedstawili w klasie. Bedzie to dobra okazja do poszukiwania wiasnych
drog rozwigzania, przedstawiania swojego rozumowania w sposob zrozumiaty dla innych ucznidw i
nauczyciela, a takze sledzenia toku rozumowania innych oséb.

Zapewne przy tej okazji zdarzg sie sytuacje, ze rozwigzanie ucznia bedzie niepoprawne. Warto te
sytuacje wykorzysta¢ do tego, aby to uczniowie przeprowadzili analize przedstawionego rozwigzania i
uzasadnili, dlaczego jest ono poprawne lub dlaczego nie. Bardzo wazne jest przy tym, aby uczniowie
wiedzieli i czuli, ze popetianie bteddw jest rzeczg normalng w rozwigzywaniu probleméw i aby mieli
Swiadomos¢, ze najwazniejsze jest podejmowanie prob szukania rozwigzania, nawet jesli sg one cza-
sami nieudane lub jesli znalezione rozwigzanie jest btedne.

Zadanie 12 (0-2) v
Maja zerwata 8 koniczynek. Byty wsrdd nich koniczynki czterolistne i trzylistne. Razem miaty
26 listkow.

lle czterolistnych i ile trzylistnych koniczynek zerwata Maja?

Wymagania ogdlne: IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegoétowe: 14. Zadania tekstowe. Uczenh:
5) do rozwigzywania zadan osadzonych w kontekscie praktycznym
stosuje poznang wiedze z zakresu arytmetyki i geometrii oraz nabyte
umiejetnosci rachunkowe, a takze wtasne poprawne metody.
2. Dziatania na liczbach naturalnych. Uczen:

1) dodaje i odejmuje w pamieci liczby naturalne dwucyfrowe, (...)

3) mnozy i dzieli liczbe naturalng przez liczbe naturalng jednocyfrowa,
dwucyfrowg lub trzycyfrows (...).

Zadanie jest bardzo przyjazne dla ucznidw — krétkie i zrozumiate. Na pierwszy rzut oka wydaje sie ono
bardzo podobne do zwyktych zadan tekstowych rozwigzywanych juz od | klasy szkoty podstawowe;.
Jednak szybko okazuje sig, ze typowe sposoby rozwigzania uzywane w takich przypadkach zawodzg,
poniewaz w tym zadaniu uczen musi znalez¢ liczby, ktére bedg spetniaty jednoczesnie dwa rézne
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warunki. Na wyzszych etapach ksztafcenia takie problemy rozwigzywane sg za pomocg réwnania lub
uktadu réwnan. Jednak w V klasie uczniowie nie dysponujg jeszcze takimi narzedziami algebraiczny-
mi. A nawet jeSli niektorzy je znajg, to nie majg jeszcze wprawy w ich stosowaniu. Dlatego rozwigza-
nie zadania wymaga od nich zastosowania innego sposobu, na przyktad polegajgcego na przeprowa-
dzeniu analizy, jak liczba listkéw zalezy od liczby koniczynek (I i lll sposéb rozwigzania przedstawiony
ponizej). Innym sposobem rozwigzania jest systematyczne sprawdzanie réznych mozliwosci (I spo-
s6éb rozwigzania przedstawiony ponizej). Mozna zastosowac rowniez klasyczng metode prob i bteddw,
cho¢ jest to oczywiscie najmniej pozgdany sposéb rozwigzania tego zadania.

| sposéb:

Gdyby Maja zerwala tylko czterolistne koniczynki, to miatyby one razem 8 - 4 = 32 listki — to o wiele
za duzo.

Gdyby zerwata tylko trzylistne, to miatyby razem 8 - 3 = 24 listki — to tylko o 2 listki za mato.

Zamiana 1 koniczynki trzylistnej na 1 czterolistng zwigksza fgczng liczbe listkéw o 1. Czyli trzeba za-
mieni¢ 2 koniczynki trzylistne na 2 czterolistne — wtedy fgczna liczba listkéw zwiekszy sie o 2.

Sprawdzenie: 6 koniczynek trzylistnych -6 -3 =18

2 koniczynki czterolistne -2-4=8

tacznie 8 koniczynek i 18 + 8 = 26 listkéw — zgadza sie.

Il sposéb:

7 koniczynek czterolistnych i 1 trzylistnato 7 - 4 = 28 i 3, razem 31 listkbw — o wiele za duzo
5 czterolistnych i 3 trzylistneto 5-4 =201i 3 - 3 =9, razem 29 listkéw — nadal za duzo

3 czterolistne i 5 trzylistnychto 3 -4 =121 5 - 3 = 15, razem 27 listkéw — za duzo, ale tylko o0 1
2 czterolistne i 6 trzylistnychto 2-4 =8 i 6 - 3 =18, razem 26 listkow — dobrze

Pozostatych mozliwosci juz nie warto sprawdzaé, bo dalsze zmniejszanie liczby czterolistnych koni-
czynek spowoduje zmniejszenie tgcznej liczby listkéw — i bedzie ich za mato.

Odpowiedz: Maja zerwata 2 czterolistne i 6 trzylistnych koniczynek.

Il sposobb:

= 24 — brakuje 2 listkow

%%&&&&&&

Odpowiedz: Maja zerwata 2 koniczynki czterolistne i 6 trzylistnych.
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UWAGA:
2 punkty

kod 2.1 -

1 punkt

kod 1.1 -

Przy ocenianiu nalezy bra¢ pod uwage takze rysunkowy sposéb rozwigzania zadania.

Poprawne rozwigzanie: 2 koniczynki czterolistne i 6 trzylistnych.
Ten kod przyznajemy takze, gdy odpowiedz nie jest podana lub gdy uczen popetnit btad
nieuwagi przy podawaniu odpowiedzi. Na przykfad:

2-4=81i 6-3=18, razem 26 listkéw
Odp. Maja zerwata 2 koniczynki trzylistne i 6 czterolistnych.

Odpowiedz, dla ktérej zgadza sie tgczna suma listkéw, ale nie zgadza sie liczba koniczy-
nek — najczesciej: 5 czterolistnych koniczynek i 2 trzylistne. Na przyktad:

26=20+6

26=4-5+3-2

Odp. Maja zerwata 5 czterolistnych koniczynek i 2 trzylistne koniczynki.

trzylistne: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,
czterolistne: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28
Odp. Maja zerwata 18 trzylistnych koniczynek i 8 czterolistnych.

kod 1.2 — Poprawny sposéb rozwigzania i niepoprawna odpowiedz spowodowana btedem rachun-

kowym — z rachunkdéw przeprowadzonych przez ucznia wynika, ze razem jest 8 koniczy-
nek i ich suma listkow jest réwna 26. Na przyktad:

TRZYLISTNE: 2 — 6 listkow 1 — 3 listki 3 — 6 listkow
CZTEROLISTNE: 6 — 18 listkow 7 — 28 listkow 5 — 20 listkow
24 listki 31 listkow 26 listkow
ZLE ZLE DOBRZE

Odpowiedz: Maja zerwata 3 koniczynki trzylistne i 5 czterolistnych.

(Uczen tak dobierat liczby koniczynek, zeby razem byto ich 8 — pamietat o tym warunku
zadania. Przy sprawdzaniu tgcznej liczby listkbw popetnit btgd rachunkowy — dlatego uzy-
Skat liczbe 26.)

kod 1.3 - Poprawnie utozone réwnanie z btednym lub niepetnym rozwigzaniem. Na przyktad:

1

0 punktow

kod 0.1

=

kod 0.8

kod 0.9

X-4+(8-x)-3=26
4x + 24 —3x =26
X=2

Btedna odpowiedz, w ktérej zgadza sie tgczna liczba koniczynek (8), ale nie zgadza sie
suma listkéw. Na przyktad:

4 trzylistne i 4 czterolistne

Inne btedne rozwigzania.

Opuszczenie zadania
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Uzyskane wyniki i ich interpretacja

Zadanie 12
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Za to zadanie uczniowie otrzymali srednio 0,89 punktu — jego tatwos¢ wynosita zatem 44%.

Zadanie zostato poprawnie rozwigzane przez 37,8% uczniow. Potrafili oni poda¢ rozwigzanie
uwzgledniajgce oba warunki podane w zadaniu (kod 2.1).

Kolejng duza grupe uczniéw (11,6%) stanowili ci, ktorzy skupili sie¢ na jednym warunku, trudniejszym
do sprawdzenia, czyli tacznej liczbie listkow, a zapomnieli o drugim warunku, znacznie prostszym do

sprawdzenia — o liczbie koniczynek (kod 1.1).

Bardzo niewielu bylo uczniow (1,5%), ktérzy nie otrzymali poprawnej odpowiedzi tylko dlatego, ze
popehili w rozwigzaniu btgd rachunkowy (kod 1.2).

Prawie nie byto uczniéw (0,04%), ktorzy utozyli poprawne réwnanie lub uktad réwnan opisujace sytu-
acje podang w zadaniu, ale nie rozwigzali go lub rozwigzali je niepoprawnie (kod 1.3).

Stosunkowo niewielu byto réwniez uczniow (5,3%), ktérzy podali odpowiedz, ktéra spetniata tylko je-
den, fatwiejszy do sprawdzenia warunek zadania, czyli odpowiedz, w ktorej zgadzata sie tylko tgczna
liczba zerwanych koniczynek. Natomiast drugi warunek zadania dotyczacy tgcznej liczby listkow nie
byt spetniony (kod 0.1).

Bardzo wielu ucznioéw (30,3%) przeczytato zadanie i podjeto prébe jego rozwigzania, ale albo rozwig-
zanie to bylo zupetnie btedne, albo uczniowie porzucili je, nie doszedtszy do zadnych rezultatéw (kod
0.8).

| ostatnia grupa uczniéw (13,5%) to ci, ktérzy w ogdle nie probowali rozwigzaé tego zadania.
Reasumujac:

38% uczniéw rozwigzato zadanie catkowicie poprawnie i uzyskato 2 punkty,

13% uczniéw rozwigzato zadanie czesciowo poprawnie i uzyskato 1 punkt,

50



pozostate 49% ucznidw nie rozwigzato zadania lub rozwigzato je biednie i otrzymato
0 punktow.

Omawiane zadanie jest analogiczne do zadania o kupowaniu ramek do zdje¢ rozwigzywanego przez
uczniéw klasy V podczas badania DUMa w maju 2014 roku (zadanie 13).

Rok wczeéniej wyniki byty znacznie stabsze:
28% ucznidéw rozwigzato zadanie catkowicie poprawnie i uzyskato 2 punkty,
25% ucznidw rozwigzato zadanie czesciowo poprawnie i uzyskato 1 punkt,

pozostate 47% ucznidw nie rozwigzato zadania lub rozwigzato je btednie i otrzymato
0 punktow.

Jak wida¢, prawie nie zmienit si¢ odsetek uczniéw, ktérzy w ogdle nie potrafili rozwigza¢ zadania i
otrzymali 0 punktéw. Natomiast zasadnicza réznica polega na przesunieciu sie okoto 10% uczniéw z
grupy tych, ktérzy rozwigzali zadanie czesciowo poprawnie do grupy z catkowicie poprawnym rozwig-
zaniem. Ta czes¢ ucznidow rok wczesniej otrzymata kod 1.1, czyli skoncentrowata sie tylko na jednym,
trudniejszym warunku zadania, zapominajgc o drugim, prostszym warunku.

Taka zmiana moze by¢ spowodowana tym, ze tegoroczne zadanie byto po prostu tatwiejsze, choc,
gdyby tak byto, to grupa uczniéw, ktérzy otrzymali O punktéw prawdopodobnie réwniez by sie zmniej-
szyta. A tak sie nie stato.

Inng przyczyng tej zmiany moze by¢ to, ze tego typu zadania pojawity sie na lekcjach. Ale tu znéw
pojawia sie watpliwos¢, czy w takim przypadku nie powinna zmniejszy¢ sie grupa uczniéw z wynikiem
0 punktow.

W omawianym zadaniu nie ma réznic miedzy wynikami osigganymi przez dziewczeta i chtopcow.

W zadaniu 12 po wprowadzeniu do programu komputerowego kodu odpowiadajgcego rozwigzaniu
ucznia nauczyciel odpowiadat na dwa dodatkowe pytania na temat tego rozwigzania.

Okazuje sie, ze tylko 7,5% ucznidw prébowato poméc sobie w rozwigzaniu korzystajac z rysunku.
Szkoda, Ze tak niewielka grupa uczniéw korzysta z tego narzedzia, ktére bardzo czesto moze byc¢
pomocne w rozwigzaniu — pomaga ,zobaczyé” sytuacje opisang w zadaniu, zobrazowaé zwigzki za-
chodzgce miedzy danymi, uporzadkowaé podane informacje.

Metody wybierane przez uczniéw, od najczesciej wybieranych do najrzadziej, to:
18% - chaotyczne sprawdzanie réznych przypadkow, czyli klasyczna metoda préb i bteddw,

11% - doliczanie po 3 lub 4 listki, tak dtugo, az uda sie ,utrafi¢” w odpowiednig liczbe listkow
czyli 26, albo analogiczna metoda ,wstecz”, czyli odliczanie od 26 po 3 lub 4 az do zera,

11% - szukanie rozktadu podanej liczby listkéw (26) na sktadniki, z ktérych jeden jest podziel-
ny przez 3, a drugi przez 4,
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4% - systematyczne sprawdzanie kolejnych przypadkow, czyli rozwigzania podobne do |l za-
prezentowanego wczesniej,

2% - rozumowanie podobne do przedstawionych w | i lll rozwigzaniu zaprezentowanym wcze-
$niej,

2% - wypisywanie wielokrotnosci liczb 3 i 4 i szukanie par sumujgcych sie do 26,
0,1% - utozenie rownania lub ukfadu réwnan.

W pozostatych przypadkach nie dato sie okresli¢ uzytej metody, na przyktad uczenh tylko wypisat dane
Z zadania, zapisat rozne liczby lub dziatania lub po prostu podat odpowiedz bez zadnych wczesniej-
szych zapiséw bgdz rachunkow.

Jak wida¢ z przedstawionego zestawienia uczniowie najczesciej uzywajg dwoch metod (préb i bledow,
doliczanie lub odliczanie), w ktérych znalezienie poprawnego zestawu liczb jest kwestig przypadku, a
nie systematycznego dziatania. Niestety, gdyby w zadaniu wystepowaty wieksze liczby, uzyskanie
rozwigzania tymi metodami bytoby bardzo trudne. Te ,przypadkowe” metody zastosowato tgcznie 29%
uczniéw.

Taki sam odsetek uczniow — tez 29% - zastosowat kitdrgs z kolejnych wymienionych metod. Sg one
znacznie lepsze, gdyz znalezienie rozwigzania nie jest kwestig przypadku lecz ,systemowego” dziata-
nia, ktére mozna zastosowac réwniez dla znacznie wiekszych liczb lub w bardziej zlozonych sytu-
acjach. To bardzo dobrze, ze prawie co trzeci uczen V klasy potrafi znalez¢ i zastosowac takg syste-
matyczng metode w takim nietypowym zadaniu.

Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 12

100% 2.1 - poprawne rozw. - 2 punkty

1.x - czesciowo popr. rozw - 1 punkt
0.x - btedne rozw. - 0 punktéw
0.9 - brak rozw. - 0 punktéw

80%

60% —

40%

20%

0%

T T T T T
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K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii
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Wykres pokazuje, ze umiejetno$¢ rozwigzania tego zadania do$¢ dobrze oddaje umiejetnosci uczniow
w catym obszarze rozumowania i tworzenia strategii — im wyzszy poziom umiejetnosci ucznia w tym
obszarze, tym wyzszy wynik w tym zadaniu:

uczniowie najstabsi nie potrafig tego zadania rozwigzag,

ws$rdd ucznidw o srednich umiejetnosciach 35% przedstawia rozwigzania catkowicie popraw-
ne, a kolejne 20% rozwigzania czes$ciowo poprawne,

ws$rdd ucznidw najlepszych prawie 90% rozwigzuje je catkowicie poprawnie, 10% czesciowo
poprawnie, a tylko bardzo nieliczni przedstawiajg rozwigzanie btedne.

Sposob rozwigzywania zadan poprzez systematyczne rozwazanie réznych mozliwosci i weryfikowanie
ich jest w peini poprawng metoda. Zwtaszcza w szkole podstawowej, gdy umiejetnosci algebraiczne
(budowanie i rozwigzywanie réwnan lub uktadow rownan) nie sg jeszcze znane lub zbyt dobrze rozwi-
niete, taka metoda staje sie bardzo skutecznym narzedziem. W tej metodzie bardzo wazna jest ta
systematycznos¢ rozpatrywanych mozliwosci — nie tylko dlatego, by znalez¢ rozwigzanie, ale rowniez,
aby przekonaé samego ucznia, ze znalezione rozwigzanie jest jedyne, ze nie ma ich wiecej.

Dobrze byloby takze, rozwazajgc kolejne mozliwosci, zacheca¢ uczniow do dostrzegania pewnych
prawidlowosci, zwigzkéw miedzy zmieniajgcymi sie wielkosciami. Jest to pierwszy krok do prowadze-
nia rozumowan, w ktérych nie jest juz konieczne rozwazanie konkretnych przypadkéw, a zamiast nich
mozna rozwigzac problem w postaci ogdlnej.

Warto takze tak zaplanowac¢ prace, aby niektére zadania uczniowie mogli rozwigza¢ sami, swoimi

wilasnymi sposobami, a nastepnie swoje rozwigzania przedstawili nauczycielowi i kolegom w klasie.
Dobrze bytoby, aby pojawity sie wtedy rézne sposoby rozwigzania.

Zadanie 13 (0-2) \%
W autokarze jechato 50 pasazeréw. Z powodu awarii autokaru wezwano busy, aby przewiez¢
te osoby. Kazdy bus moze przewiez¢ 18 pasazerdw, a za jego wynajecie trzeba zaptaci¢

190 zt.

Jaki jest najnizszy koszt wynajmu buséw do przewozu tych pasazerow?

Wymagania ogdlne: IV. Rozumowanie i tworzenie strategii.

Wymagania szczegoétowe: 14. Zadania tekstowe. Uczen:
3) dostrzega zalezno$ci miedzy podanymi informacjami.
2. Dziatania na liczbach naturalnych. Uczen:

5) stosuje wygodne dla niego sposoby utatwiajgce obliczenia, w tym
przemiennos¢ i fgcznos¢ dodawania i mnozenia.
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Do poprawnego rozwigzania zadania niezbedne sg umiejetnosci rachunkowe, ale najwazniejsza jest
umiejetnos¢ przeanalizowania i zrozumienia zasady przewozu pasazerow busami. Trudnoscig w za-
daniu jest fakt, ze 50 oséb nie zmiesci sie w dwdch busach i nie wypei trzech buséw. Uczeh musi
ten fakt dostrzec, odpowiednio zinterpretowac i uwzgledni¢ w obliczeniach.

2-18 =236, 318 =54 — wystarczg 3 busy,

3190 = 570 zt — tyle trzeba zaptaci¢ za ich wynajecie

2 punkty

kod 2.1 - Poprawny sposéb rozwigzania i poprawny wynik: 570 (z jednostkg lub bez, odpowiedz
podana lub nie). Na przyktad:

T 18+18=36 36 +18 =54
3-190 =300 + 270 = 570
1 50-18=32 32-18=14

190 zt - 3 =570 z

1 1bus=190 z
2 busy =190 - 2 = 380 z
3 busy =190 -3 =570 z

18 + 18 + 18 = 54
18 + 18 + 14 = 50
Odp. 570 zt

UWAGA:  Sposob zapisu obliczen nie musi by¢ formalnie poprawny.

1 50:18=3
3-190 =570 zt

1 50:18=2, ...
3-190 =570 z

Akceptujemy réwniez rozwigzania, w ktérych nie przedstawiono metody obliczenia liczby
potrzebnych busow.

T 3:190zt=570z
1 2-18=36, 190 - 2 =380 zt + 190 zt = 570 zt
Odp. Najnizszy koszt to 570 zt.
1 punkt

kod 1.1 — Poprawny sposéb obliczenia kosztu przewozu z btedami rachunkowymi (uczeh popetnit
btad rachunkowy, ale tok myslenia i wnioskowanie sg poprawne).
Na przyktad:

7 18, 36, 54, 72
3-190 =270 z (btgd rachunkowy w mnozeniu)
1 50:18=2reszta2 =3
190 + 190 + 190 = 570 zt
(btednie wykonane dzielenie z resztg, poprawne wnioskowanie)
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kod 1.2 -

0 punktéw
kod 0.1 -

1T 2-18=36 3:18=48 4-18=72 — potrzebne sg 4 busy
4-190 =760 z
(Btfad rachunkowy w drugim mnozeniu — na podstawie tego btednego obliczenia uczen
poprawnie wnioskuje, ze potrzebne sg 4 busy i poprawnie oblicza kwote potrzebng na
ich wynajecie. Zatem uczen przeprowadza poprawne wnioskowanie na podstawie
btednego obliczenia.)

1 50:8=6reszta 2,
7190 =1330 z
(Uczen rozdziela po 8 pasazeréw do busa zamiast po 18 — na podstawie tego btedne-
go obliczenia wycigga poprawny wniosek o liczbie buséw i poprawnie oblicza opftate
za ich wynajecie. Poprawne wnioskowanie na podstawie bfednego obliczenia.)

Poprawne wyznaczenie liczby buséw (3) i poprzestanie na tym lub dalsze obliczenia nie-
zgodne z tym ustaleniem. Na przyktad:

1 50-18=32 32-18=14
Wystarczg 3 autobusy.

50 14
1 50:18= — =2—, czyli 2 autobusy petne i jeden z 14 osobami.
18 18
2190 = 380 z

(Uczen poprawnie obliczyt liczbe potrzebnych buséw — 2 petne i 1 niepeiny — ale dal-
Szy cigg rozwigzania jest niepoprawny, bo do obliczenia naleznej kwoty uzyt liczby 2
zamiast 3.)

Niepoprawnie wyznaczona liczba buséw — btedny tok myslenia lub btedne wnioskowanie.
Na przyktad:

1T 2-18=36 3-18=54 4-18=72 = 4 autobusy
4-190 =760 zt
(Uczen poprawnie oblicza, ile 0s6b zmiesci sie do 2, 3 i 4 busdw, ale btednie wniosku-
je, ile buséw nalezy wynajgc)

1T 2-18=36 3-18=48 4-18=72 — wystarczg 3 busy
3-190=570z
(Uczen popetnia btgd rachunkowy w obliczeniu, ile 0séb zmiesci sie do 3 buséw — z
tego obliczenia wynika, Ze potrzeba 4 busow. Tymczasem uczen btednie wnioskuje,
Ze potrzebne sg 3 busy.)

kod 0.8 — Inne rozwigzania btedne lub niepetne. Na przyktad:

1 50:18=2,77...
(brak wniosku o liczbie potrzebnych buséw i brak dalszych obliczen)

1 50-18=32 32-18=12
190 + 190 = 380
Odp. Najnizszy koszt wynajmu autobusu to 400 zt.

kod 0.9 — Opuszczenie zadania
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Uzyskane wyniki i ich interpretacja

Zadanie 13
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Srednio za to zadanie uczniowie otrzymali 0,85 punktu — jego fatwo$é wynosita zatem 42%.
Zadanie zostato rozwigzane catkowicie poprawnie przez 35,7% uczniéw (kod 2.1).

7,6% ucznidow zastosowato poprawny sposob rozwigzania, ale popetnito w nim btedy rachunkowe
(kod 1.1).

Kolejne 5,8% uczniéw poprawnie wyznaczyto liczbe buséw, potrzebnych do przewozu pasazeréw i na
tym poprzestato lub przedstawito niepoprawng dalszg czes¢ rozwigzania (kod 1.2).

Nastepne 5,3% ucznidw niepoprawnie wyznaczyto liczbe buséw, potrzebnych do przewozu pasaze-
réw. Uczniowie ci zastosowali btedny tok mys$lenia lub btedne wnioskowanie z przeprowadzonych
obliczen (kod 0.1).
Dalsze 25,8% ucznidw réwniez przedstawito rozwigzania btedne lub niepetne (kod 0.2).
I w kohcu 19,8% ucznidw nie podjeto préby rozwigzania zadania. Jest to najwyzszy odsetek opusz-
czeh wsrod wszystkich zadan. Nie jest to dziwne, gdyz byto to ostatnie zadanie w zestawie i by¢ moze
czesci ucznidw nie starczyto juz czasu lub sity na jego rozwigzanie.
Podsumowujac:

36% uczniéw rozwigzato zadanie catkowicie poprawnie i uzyskato 2 punkty,

13% uczniéw rozwigzato zadanie czesciowo poprawnie i uzyskato 1 punkt,

pozostate 51% ucznidw nie rozwigzato zadania lub rozwigzato je biednie i otrzymato
0 punktow.

Te sumaryczne wyniki sg bardzo podobne do uzyskanych w poprzednio omawianym zadaniu 12. —

réznice nie przekraczajg dwoch punktéw procentowych. | rowniez w tym zadaniu nie ma réznic miedzy
wynikami osigganymi przez dziewczeta i chfopcow.
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Wybieralnos¢ odpowiedzi w zadaniu 13
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K5M poziom umiejetnosci - rozumowanie i tworzenie strategii

Ten wykres réwniez jest bardzo podobny do wykresu dla zadania 12. Gtéwna réznica polega na tym,
ze w zadaniu 12. uczniowie stabi rzadziej opuszczali zadanie, a czesciej przedstawiali rozwigzanie
btedne, natomiast w tym zadaniu linie pokazujgce te dwa kody sg potozone blizej siebie.

Zadania podobne do omawianego sg do$¢ znane i obecne na lekcjach matematyki od dawna. Szcze-
golnie godne polecenia jest rozwigzywanie analogicznych zadan osadzonych w realnym kontekscie,
dzieki czemu uczniowie nabedg wprawy w dostrzeganiu zaleznosci opisanych w zadaniu i z wiekszg
uwagg bedg analizowali jego tres¢. Polecamy rowniez stosowanie przez uczniow wtasnych rysunkéw,
schematéw, ktére réwniez utatwig dostrzeganie zalezno$ci i zwigzkéw miedzy informacjami. Po omo-
wieniu w klasie takich zadan mozna takze zacheci¢ uczniéw do zmiany danych i formutowania kolej-
nych pytan dotyczgcych opisanej sytuacji, a nastepnie do samodzielnego wymyslania zadan zawiera-
jacych podobne reguty. Taki rodzaj zadah daje szanse uczniom, ktérzy na co dzien nie sg zbyt aktyw-
ni na lekcjach matematyki.

W zadaniach sprawdzajgcych umiejetno$¢ rozumowania i tworzenia strategii uczniowie mogli zdobyé¢
maksymalnie 10 punktéw. Wykres ponizej pokazuje rozktad uzyskanych punktow.
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K5 rozumowanie i tworzenie strategirr o zk gad z do b
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W tym obszarze uczniowie zdobyli srednio 4,31 punktu, czyli 43% punktéw mozliwych do uzyskania.
Mediana rozktadu wynosi 4 punkty, co oznacza, ze potowa uczniéw zdobyta za swoje umiejetnosci
rozumowania i tworzenia strategii 4 punkty lub mniej, ale druga potowa 4 punkty lub wiece;j.

Z wykresu wynika, ze az 3,7%, czyli 5702 uczniéw rozwigzato wszystkie zadania z tego obszaru i
zdobyto za nie komplet punktéw. Z drugiej strony nadal jest 5,8%, czyli 8837 ucznidéw, ktoérzy nie zdo-
byli w tym obszarze zadnego punktu, czyli nie potrafi nawet sensownie rozpocza¢ zadnego z zadan
otwartych.

Poziom trudnosci zadan z tego obszaru byt dos¢ wyréwnany — wahat sie od 34% w zadaniu
0 budowaniu prostokgta z kwadratéw, do 54% w zadaniu dotyczgcym objetosci i pola powierzchni
bryty zbudowanej z szesciennych klockéw.

Ze sposobdw rozwigzan zadanh i popetnianych btedéw wynika, Zze duza cze$¢ ucznidéw ma problemy z
dostrzeganiem zaleznosci, zaréwno o charakterze arytmetycznym (zadanie o kolorowaniu brzegu
kwadratu), jak i geometrycznym (zadanie o budowaniu prostokata z kwadratéw). Okoto potowy
uczniéw nie radzi sobie wystarczajgco dobrze z dobieraniem lub tworzeniem strategii rozwigzania
zadania, czyli z wyborem i ustaleniem kolejno$¢ czynnosci prowadzgcych do rozwigzania przedsta-
wionego problemu. Takie umiejetnosci trzeba byto zaprezentowa¢ w dwoch ostatnich zadaniach z
zestawu — o koniczynkach i o autokarach.

Oddzielnym problemem jest wtasciwe uksztattowanie w umystach uczniéw poje¢ geometrycznych —
obwodu, pola, objetosci czy pola powierzchni. Rozumienie tych poje¢ jest do$é¢ luzno zwigzane z
umiejetno$ciami zaprezentowanymi przez uczniéw w pozostatych zadaniach z obszaru rozumowanie i
tworzenie strategii.

W Zzadnym z zadah sprawdzajgcych umiejetnos¢ rozumowania i tworzenia strategii nie ma réznic w
wynikach osigganych przez dziewczynki i chtopcow.

3.3.3. Rozumowanie i tworzenie strategii — rekomendacje

Na poziomie szkoty podstawowej zarébwno rozumowanie, jak i strategia rozwigzania zadania, ktérych

oczekujemy od ucznidéw nie moga by¢ zbyt ztozone — powinny sie sprowadza¢ do zaplanowania, usta-
lenia kolejnosci i wykonania niewielkiej liczby krokdéw (w tym obliczen) prowadzacych do rozwigzania
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problemu oraz umiejetnosci wnioskowania na podstawie kilku informacji podanych w réznych posta-
ciach.

W zadaniach z tego obszaru bardzo wazna jest umiejetno$¢ starannego przeanalizowania
i zrozumienia zwigzkéw miedzy informacjami danymi w zadaniu. Uczen tatwiej je dostrzeze
i zrozumie, jesli samodzielnie, w najwygodniejszy dla siebie sposdb, zapisze lub narysuje sytuacje
przedstawiong w zadaniu. Ta umiejetnosc byta kluczowa przy rozwigzywaniu zadania o autokarze.

ZwréEmy uwage na rozwigzywanie zadan poprzez systematyczne sprawdzanie réznych mozliwo$ci.
Na poziomie szkoty podstawowej, gdy uczniowie nie majg jeszcze do dyspozycji metod algebraicz-
nych (réwnan i uktadéw réwnan), taka metoda jest bardzo wartosciowym narzedziem — rozwazanie
réznych mozliwosci i weryfikowanie ich pozwala uczniom dostrzec i zrozumie¢ zwigzki i zaleznosci
zachodzgce miedzy elementami zadania. Dlatego warto stosowac¢ jg na lekcjach, starajgc sie tak ukie-
runkowac¢ myslenie uczniow, aby podejmowane przez nich préby byty uporzadkowane — aby kolejne
wynikaty z poprzednich. Dobrze bytoby znalez¢ wspdlnie z uczniami réwniez inne, alternatywne spo-
soby rozwigzania.

Warto rozwigzywaé na lekcjach takze dtuzsze, kilkuetapowe zadania, poniewaz czesto uczniowie sg
w stanie wykona¢ poprawnie pojedyncze kroki, ale nie potrafig zwigzac tych krokéw w cato$¢. Utwo-
rzenie logicznego ciggu operacji, wykorzystujgcego informacje dane w zadaniu i prowadzgcego do
rozwigzania, jest czynnoscig trudng i wymagajacg sporego doswiadczenia. Dlatego warto stawiac
ucznidw przed takimi wyzwaniami.

W zakresie geometrii uczniowie majg spory problem z wyobraznig przestrzenng — operowanie w wy-
obrazni brytami, ich sklejanie lub dzielenie oraz $wiadomos$¢, jak zmieniajg sie ich pola i objetosci jest
dla uczniow trudne. Dlatego nalezy stwarza¢ uczniom duzo réznorodnych okazji do manipulowania
brytami — do budowania z klockéw bryt zadanych przez nauczyciela lub innych uczniéw, a nastepnie
modyfikowania ich i obserwowania, czy i jak zmieniajg sie ich pola i objetosci.

W celu rozwijania na lekcjach matematyki umiejetnosci rozumowania i budowania strategii nalezy:

przedstawiaé uczniom réznorodne teksty zawierajgce wiele powigzanych ze sobg informacji
wraz z zestawem pytan do nich;

zadbaé¢ o odpowiednig wizualizacje sytuacji — rysunek czy schemat, sktania¢ uczniow do sa-
modzielnego tworzenia takich wizualizacji po to, aby taka forma prezentowania informacji byta

punktem wyj$cia do zbudowania strategii i opracowania sposobu rozwigzania;

rozwigzywac krétkie jednoetapowe zadania i tgczy¢ je tak, aby tworzy¢ z nich dtuzsze ciggi
rozumowan;

¢wiczy¢ proste dwu-, trzyetapowe rozumowania i bardzo dokfadnie je analizowac;

rozwigzywac¢ z uczniami kilkuetapowe zadania, w ktérych kazdy kolejny etap jest bardzo pro-
sty, a trudnosc¢ polega gtéwnie na okresleniu, jakie kroki i w jakiej kolejnosci nalezy wykonac,

proponowaé uczniom samodzielne stawianie probleméw, ktérych rozwigzanie wymaga opra-
cowania strategii lub pewnego procesu rozumowania;

rozwigzywac zadania metodg systematycznego rozwazania kolejnych mozliwosci;

stosowac poprawnie metode préb i btedow;
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stwarza¢ uczniom sytuacje do manipulowania figurami na ptaszczyznie i w przestrzeni, doma-
gac sie od uczniéw prowadzenia obserwacji, formutowania spostrzezen.

wykorzysta¢ kazdg nadarzajgcg sie sytuacje do c¢wiczenia umiejetnosci argumentacii
i wnioskowania — np. w przypadku pojawienia sie btednej odpowiedzi lub btednego zapisu na
tablicy.

Réznica pomiedzy typowymi ¢wiczeniami, polegajgcymi na operowaniu obiektami w prostej sytuaciji, a
zadaniami opartymi na rozumowaniu i budowaniu strategii polega na tym, ze w pierwszym przypadku
wymagajg one od ucznia przypomnienia znanych, przecwiczonych algorytmoéw i zastosowania ich w
zadaniu. W drugim przypadku wymagamy od ucznia szeregu ztozonych umiejetnosci, czyli kolejno:
analizy sytuacji przedstawionej w zadaniu, matematyzacji tej sytuacji czyli opracowania jej modelu
matematycznego, nastepnie dostrzezenia drogi dojscia do rozwigzania, roztozenia tej drogi na kolejne
kroki postepowania i na koniec wykonania tych krokéw.
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