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Zadanie 30. Dany jest szeScian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktérego krawedz ma
dtugo$¢ 15. Punkty @ i R dziela krawedzie HG i FFG w stosunku 2 : 1, to znaczy,
ze HQ) = FR = 10. Plaszczyzna AQR przecina krawedzie DH i BF odpowiednio
w punktach P i S. Oblicz dtugosci odcinkéw DP i BS.
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Rozwiazanie podobnych zadan przestrzennych bedzie sie sprowadzalo do rozwigzania
kilku zadan dotyczacych poszczegdlnych ptaszczyzn. W rozwiazaniu bedziemy korzy-
sta¢ z podobienstwa trojkatéow prostokatnych. Przypomnijmy najpierw, ze dwa trojkaty

ABC i DEF c

F

A B D E

nazywamy podobnymi (przy odpowiedniosci wierzchotkéw: wierzchotek A pierwszego
trojkata odpowiada wierzchotkowi D drugiego tréjkata, wierzchotek B odpowiada wierz-
chotkowi E i wierzchotek C' odpowiada wierzchotkowi F'), jesli zachodza nastepujace dwa
warunki:

(1) odpowiadajace sobie katy obu tréjkatéw sa rowne, tzn.
ABAC = LEDF, {ABC =ADFEF oraz {ACB = A{DFE,

(2) odpowiadajace sobie boki obu tréjkatow sa proporcjonalne, tzn.

AB AC _BC
DE ~ DF EF’

Podobnie jak to miato miejsce w przypadku przystawania trojkatow, nie musimy spraw-
dzaé¢ wszystkich warunkéw, by przekonaé sie, ze dwa tréjkaty sa podobne. Istnieja bo-
wiem trzy cechy podobienstwa trojkatéw; w kazdej z nich wystarczy sprawdzi¢ tylko
niektore z powyzszych réwnosci. W rozwiazaniu naszego zadania nie bedziemy jednak
korzystaé z tych cech podobienstwa (i dlatego nie bede ich tu formulowatl). Skorzystamy
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z twierdzenia ukazujacego dwie sytuacje, w ktorych istnieja tréjkaty podobne. Oto to
twierdzenie.

Twierdzenie 1. Przypusémy, ze mamy dane dwie proste przecinajace sie w punkcie
P, przecigte dwiema prostymi rownolegltymi. Mozliwe sa dwie sytuacje, zilustrowane na
ponizszym rysunku:

A/ XN 5

W pierwszej z nich mamy dwie pétproste PA i PB oraz punkty C'i D lezace odpowiednio
na poétprostych PA i PB. Zakladamy przy tym, ze proste AB i C'D sa réwnolegte
(zobacz rysunek po lewej stronie). W drugiej z nich proste AC' i BD przecinaja sie
w punkcie P lezacym wewnatrz odcinkéw AC i BD. Znéw zakladamy, ze proste AB
i CD sa réwnolegle (zobacz rysunek po prawej stronie). W obu sytuacjach tréjkaty
PAB i PCD sa podobne.

W rozwiazaniu zadania 30 skorzystamy z tego, ze w obu powyzszych sytuacjach zacho-
dza réwnosci

PA PB AB

PC  PD CD’
Po tym wstepie przejdziemy do rozwiazania zadania 30. Rozwiazemy je jednak od razu
w postaci ogblnej.

Zadanie 30a. Dany jest szesScian ABCDEFGH (zobacz rysunek), ktérego krawedz
ma dtugosé¢ 1. Punkty @ i R leza odpowiednio na krawedziach HG i F'G, przy czym
FR = p oraz HQ = q. Plaszczyzna AQR przecina krawedzie DH i BF odpowiednio
w punktach P i S. Oblicz dtugosci odcinkow DP i BS.
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Rozwigzanie. Niech punkt V bedzie punktem przeciecia prostej QR z prosta EF
i niech punkt W bedzie punktem przeciecia prostej QR z prosta FH. Te punkty prze-
ciecia naprawde istnieja, gdyz proste QR, EF i EH leza w jednej plaszczyznie (jest to
plaszczyzna gérnej $ciany szescianu) i nie sa réwnolegte. Niech nastepnie punkt P be-
dzie punktem przeciecia prostej AW z prosta DH (obie proste leza w plaszczyznie lewej
Sciany sze$cianu, tzn. Sciany ADH FE). Niech wreszcie punkt S bedzie punktem przecie-
cia prostej AV z prosta BF (obie proste leza w plaszczyZnie prawej Sciany szescianu,
tzn. §ciany BCGF).
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Popatrzmy na ptaszczyzne gérnej $ciany szescianu. Zauwazamy, ze trojkaty QGRiV FR

sg podobne. Zatem
VF FR

QG GR’

czyli

_FR-QG _p(l—q)

GR 1—0p
Teraz popatrzmy na plaszczyzne przedniej Sciany sze$cianu. Zauwazamy, ze tréjkaty
VSF i ABS sa podobne. Zatem

VF

EGZAMINACYJNA

FS FV
BS  AB’
Przyjmijmy, ze BS = x. Wtedy F.S =1 — x. Zatem
1-z _p(l-gq)
T 1—p '
czyli
L p(l—q)
T 1—p
ﬁ aemewoze - fomsal . [BE oo [
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Stad wynika, ze

1 p(l—-q) _p—pg+1l—-p 1-pgq
— =2 11= = .
T 1—p 1—»p 1—p
Zatem .
BS=x= p.
1 —pq

Jeszcze raz popatrzmy na plaszczyzne gornej Sciany szesScianu. Tym razem zauwazamy,
ze trojkaty RGQ i W H(Q) sa podobne. Zatem

WH _ HQ
RG ~ GQ’

czyli

HQ-RG _¢(1-p)

GR 1—q
Teraz popatrzmy na plaszczyzne lewej Sciany szeScianu. Zauwazamy, ze tréjkaty W H P
i ADP sg podobne. Zatem

WH =

HP WH
DP  AD’
Przyjmijmy DP =y. Wtedy HP =1 — y. Zatem

1—y q(1—p)

Y

Yy l—¢
czyli
Z 1= M
Yy 1—g¢q
Stad wynika, ze
1 ql-p) . q—pg+1—q 1—pq
S LS AN, - = .
Yy l—g¢q 1—g¢q 1—g¢q
Zatem .
pp=y=—19,
1 —pq

To konczy rozwigzanie zadania.
Popatrzmy teraz na kilka szczegdlnych przypadkow tego zadania.

° Jeélipzqz%,to

3 _ 4 s
. Jeélip:q:%,to
= I
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° Jeélip:q:%,to

_ 1 2 3
BS:DP: 131: 31:—.
11 —l _2
o Jeslip= 3 oraz ¢ = %, to
1-1 1 3 1-2 1 1
BS = 122: 21:_ oraz DP = 132: 31:_~
l-5-3 1-3 4 1-1.2 1-1"2
L4 Jeélip: % oraz q = %,to
1-1 1 3 11 2 4
BS = 121: 21:_ oraz DP = 131: 31:_.
=35 1-5 9 l-53-5 1l-g5
1 1 9
o Jesli p = 5 oraz ¢ = 3, to
1—14 2 6 1— 2 1 3
BS = 2o =—3-=_ oraz DP= S =3 ==
l-g-3 1-5 7 ~l27 g2 7
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