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Zadanie 19. Ramie AD trapezu ABCD (w ktérym AB || C'D) przedtuzono do punktu
E takiego, ze AF = 3 - AD. Punkt M lezy na podstawie AB oraz M B = 4 - AM.
Odcinek M E przecina przekatna BD w punkcie P (zobacz rysunek).

E

A M B
Udowodnij, ze BP =6- PD.

Podstawowym pojeciem wykorzystywanym w rozwiazaniu tego zadania jest pojecie po-
dobienstwa tréjkatéw. Przypomnijmy najpierw, ze dwa trojkaty ABC' i DEF

C
F

A B D E

nazywamy podobnymi (przy odpowiedniosci wierzchotkéw: wierzcholek A pierwszego
tréjkata odpowiada wierzchotkowi D drugiego tréjkata, wierzchotek B odpowiada wierz-
chotkowi E i wierzchotek C' odpowiada wierzchotkowi F'), jesli zachodza nastepujace dwa
warunki:

(1) odpowiadajace sobie katy obu tréjkatéw sa réwne, tzn.
ABAC = LAEDF, A{ABC =ADFEF oraz £ACB = A{DFFE,

(2) odpowiadajace sobie boki obu tréjkatéw sa proporcjonalne, tzn.

AB AC BC
DE DF EF’

Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku przystawania tréjkatow, nie musimy spraw-
dzaé¢ wszystkich warunkow, by przekonac sie¢, ze dwa tréjkaty sa podobne. Istniejg bo-
wiem trzy cechy podobienstwa trojkatéw; w kazdej z nich wystarczy sprawdzi¢ tylko
niektore z powyzszych réwnosci. W rozwiazaniu naszego zadania nie bedziemy jednak
korzystac z tych cech podobienstwa (i dlatego nie bede ich tu formutowal). Skorzystamy
z twierdzenia ukazujacego dwie sytuacje, w ktérych istnieja tréjkaty podobne. Oto to
twierdzenie.

* %
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W. Guzicki — Zadanie 19 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 2

Twierdzenie 1. Przypu$émy, ze mamy dane dwie proste przecinajace sie w punkcie
P przeciete dwiema prostymi rownoleglymi. Mozliwe sa dwie sytuacje zilustrowane na
ponizszym rysunku:

Y X 5

W pierwszej z nich mamy dwie pétproste PA i PB oraz punkty C'i D lezace odpowiednio
na pétprostych PA i PB. Zakladamy przy tym, ze proste AB i C'D sa réwnolegte
(zobacz rysunek po lewej stronie). W drugiej z nich proste AC' i BD przecinaja si¢
w punkcie P lezacym wewnatrz odcinkéw AC' i BD. Znéw zakladamy, ze proste AB
i CD sa réwnolegle (zobacz rysunek po prawej stronie). W obu sytuacjach tréjkaty
PAB i PCD sa podobne.

W rozwiazaniu zadania 19 skorzystamy z tego, ze w obu powyzszych sytuacjach zacho-
dza réwnosci

PA PB AB

PC  PD CD’
Po tym wstepie przejdziemy do rozwiazania zadania 19.

Rozwigzanie. Sposéb I. Niech N bedzie punktem przeciecia odcinka M z prosta
CD. Oznaczmy nastepnie a = AM oraz b = AD.

E

Wéwcezas
BM =4a, AE =3b oraz DFE = 2b.

Nastepnie zauwazmy, ze tréjkaty EAM i EDN sa podobne (jest to pierwsza z opisanych
wyzej sytuacji). Mamy wiec réwnosé

DN DE 2b 2

AM ~ AE  3b 3
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Stad dostajemy
2 2
DN =—--AM = —a.
3 3
Nastepnie zauwazamy, ze tréjkaty PM B i PN D sa podobne (jest to druga z opisanych

wyzej sytuacji). Mamy zatem réwnosé

BP BM _ 4a

3
DP DN 2, t 3706

wlN
2

Stad wynika, ze BP = 6 - DP, co konczy dowdd.

Nasze zadanie mozna takze rozwiaza¢ metodami geometrii analitycznej. Wiele os6b
(zwlaszcza uczniéw) moze zaskakiwaé to, ze geometria analityczna stuzy nie tylko do
obliczen geometrycznych, ale moze tez by¢ wykorzystana do dowodzenia twierdzen.
Zanim zobaczymy taki dowod twierdzenia sformutowanego w zadaniu 19, popatrzmy na
zadanie, ktore pokazuje gléwny pomyst takiego rozumowania.

Zadanie 19a. Dany jest trapez ABCD, w ktérym:
A=(0,0), B=(30,0), C=(25,7) oraz D =(9,7).

Punkt M lezy na podstawie AB trapezu oraz M B = 4- AM. Punkt E lezy na pblprostej
AD oraz AE = 3 - AD. Odcinek M E przecina przekatna BD w punkcie P (zobacz

rysunek).
A

Yy
E
D=(9,7) C=(25,7)
P
x;
A=(0,0) M B=(30,0)

Udowodnij, ze BP =6- PD.

Rozwigzanie. Najpierw musimy obliczy¢ wspoétrzedne punktow M i E. Skorzystamy
z nastepujacej prostej obserwacji. Przypusémy, ze mamy dany punkt A = (0,0) oraz
dowolny punkt X = (a,b). Przypusémy nastepnie, ze punkt Y lezy na polprostej AX
oraz AY =t - AX dla pewnej liczby rzeczywistej t. Wowczas punkt Y ma nastepujace
wspolrzedne:

Y =(t-a,t-b).

7 taka sytuacjag mamy do czynienia w naszym zadaniu dwukrotnie. Punkt M lezy na
polprostej AB oraz AM = % - AB. Zatem M = (6,0). Punkt E lezy natomiast na
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potprostej AD oraz AE =3 - AD. Zatem E = (27,21). Widzimy to na rysunku:

A
4 E=(27,21)
D=(9,7) C=(25,7)
P
A=(0,0) M=(6,0) B=(30,0) g

Teraz wyznaczamy réwnanie prostej BD. Ma ono postac¢ kierunkowa
y=kx+1

dla pewnych k i [. Podstawiamy do tego rownania wspoélrzedne punktéw B i D w miejsce
zmiennych z i y, otrzymujac nastepujacy uktad réwnan z niewiadomymi £ i [:

{O:k'30—|—l,
T=k-94+1L

Odejmujemy stronami drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujac réwnanie z jedna
niewiadoma k:

21k = -7,
ktoérego rozwigzaniem jest k = —%. 7 pierwszego rownania otrzymujemy wtedy [ = 10.
Prosta BD ma zatem réwnanie
1
= —— -2+ 10.
Y773

Nastepnie wyznaczamy réwnanie prostej EM. Znéw ma ono postaé kierunkowa
y=kr+1

dla pewnych k i [. Tym razem podstawiamy do tego réwnania wspélrzedne punktow F
i M, otrzymujac uktad réwnan z niewiadomymi £ i (:

{21:k-27+l,
0=k-6+1.

Znéw odejmujemy drugie rownanie od pierwszego, otrzymujac rownanie

21k = 21,
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ktorego rozwiazaniem jest £ = 1. Z rownania drugiego otrzymujemy teraz [ = —6. Zatem
prosta KM ma réwnanie
y=x —6.

Wreszcie obliczamy wspotrzedne punktu P. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan
y=1x — 6.

Poniewaz lewe strony obu rownan sa rowne, wiec i prawe sa réwne; zatem otrzymujemy
nastepujace rownanie z niewiadoma x:

1
—§x+10:x—6.

Rozwiazaniem tego réwnania jest x = 12. Z réwnania y = x—6 otrzymujemy teraz y = 6.
Zatem punkt P ma wspélrzedne P = (12,6). Wreszcie wykazujemy, ze BP = 6 - PD.
W tym celu obliczamy dlugosci odcinkéw BP i PD:

PD =./(12-9)2+(7—6)2 = v/32 + 12 = V10,
BP = /(30— 12)2 + (6 — 0)2 = /182 + 62 = /324 + 36 = V/360 = 6v/10 = 6 - PD.

To konczy dowodd.

OczywiScie to zadanie nie rozwiazuje naszego podstawowego zadania w pelni. Poka-
zuje ono bowiem tylko to, ze dla jednego konkretnego trapezu (dokladniej: dla wszyst-
kich podobnych do niego) teza twierdzenia zachodzi. Twierdzenie zostanie udowodnione
w calej ogblnosci, gdy przeprowadzimy analogiczne rozumowanie dla dowolnego trapezu.
Zauwazmy na poczatku, ze wierzchotek C nie odgrywa zadnej roli w calym rozumowa-
niu. Istotne sa tylko wierzchotki A, B i D. Rozumowanie ogdlne sktada si¢ z dwdch
krokéw. Pierwszy polega na wybraniu odpowiedniego ukladu wspélrzednych (tzn. osi
wspolrzednych i jednostki na osiach). Drugi krok bedzie polegal na przeprowadzeniu
obliczen analogicznych do obliczen w zadaniu 19a. Sprébujmy to zrobié.

Rozwigzanie zadania 19. Sposéb II. Najpierw musimy wybra¢ odpowiedni uktad
wspoltrzednych. Mozemy umiesci¢ poczatek uktadu w dowolnym punkcie; ze wzgledu na
obserwacje, od ktorej zaczeliSmy rozwiazanie zadania 19a, rozsadne jest umieszczenie
poczatku ukladu w punkcie A. Nastepnie mozemy poprowadzi¢ 0§ Ox przez dowolny
punkt rézny od A; wybdér osi Ox wyznaczy jednoznacznie 0§ Oy. Sprébujmy poprowadzié
08 Ox tak jak w zadaniu 19a, to znaczy tak, by punkt B lezal na jej dodatniej pétosi.
Nastepnie mozemy dowolnie dobraé jednostke. Przyjmijmy ja tak, by M = (1,0). Wtedy
B = (5,0). Teraz bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé, ze punkt D lezy powyzej
osi Oz, to znaczy D = (a,b), gdzie b > 0. Mianowicie punkt D nie moze leze¢ na prostej
AB, wiec b # 0. Gdyby b < 0, to mogliby$my odbi¢ nasz trapez symetrycznie wzgledem
osi Ox i udowodnié¢ twierdzenie dla tego odbicia symetrycznego. Wreszcie zauwazamy,
ze E = (3a,3b). W ten sposéb otrzymujemy nastepujace zadanie.

Zadanie 19b. Dany jest trapez ABCD, w ktérym:

A=(0,0), B=(50) oraz D = (a,b),
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gdzie b > 0 (wspolrzedne punktu C nie beda mialy zadnego znaczenia). Punkt M
lezy na podstawie AB trapezu oraz M = (1,0). Punkt E lezy na polprostej AD oraz
E = (3a,3b). Odcinek M E przecina przekatna BD w punkcie P (zobacz rysunek).

A
Y
E=(3a,3b)

D=(a,b) C

A=(0,0)] M=(1,0) B=(5,0) g

Udowodnij, ze BP =6 - PD.

Rozwigzanie. Znamy juz wspolrzedne wszystkich punktéw, wiec mozemy przystapié
do wyznaczania réwnan prostych BD i EM. Zaczniemy od prostej BD. Zapiszmy, tak
jak poprzednio, to rownanie w postaci kierunkowej:

y=kx+1

dla pewnych ki [. Podstawiamy do tego rownania wspétrzedne punktéw B i D, otrzymu-
jac uklad réwnan z niewiadomymi k i [ (zmienne a i b traktujemy jako znane parametry;
chcemy udowodnié¢ teze twierdzenia dla dowolnych a i b takich, ze b > 0):

{0 =k-5+1,
b=k -a-+1.
Tym razem odejmujemy pierwsze réwnanie od drugiego, otrzymujac rownanie z jedna

niewiadoma k:

(a—>5)-k=0.
W tym momencie dostrzegamy pewna trudno$é¢. Réwnanie nie ma rozwiazania dla a = 5:
po lewej stronie réwnania mamy zero, po prawej liczbe dodatnia b. Co sie stato?

Otéz dla a = 5 prosta BD nie ma réwnania w postaci kierunkowej, gdyz jest réwnole-
gta do osi Oy. Podobna trudnos¢ powstanie przy wyznaczaniu réwnania prostej EM.
Zapiszmy to rownanie w postaci kierunkowej

y=kx+I1

dla pewnych £ i [. Nastepnie podstawmy do tego rownania wspoélrzedne punktow £ i M,
otrzymujac uktad réwnan z niewiadomymi k i [:

{3b:k.3a+z,
0=k -1+1.
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Odejmujemy drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujac rownanie z jedna niewiadoma
k:
(3a—1) - k = 3b.

Tym razem jesli 3a = 1, to rOwnanie nie ma rozwiazania. Jest tak dlatego, ze dla a = %

prosta EM nie ma réwnania kierunkowego. Jest bowiem réwnolegta do osi Oy. Jesli
zatem chcemy kontynuowaé nasze rozwiazanie, to bedziemy musieli podzieli¢ je na trzy
przypadki.

Przypadek 1. Liczba a jest taka, ze a # 5 oraz a # %

W tym przypadku obie proste BD i EM maja rownania kierunkowe. W przypadku

prostej BD mamy

b 5b
p—- oraz l——5k:——a_5.

k=

Zatem rownanie prostej BD ma postac

b 5b
-z .
a—>5 a—>5

y:

W przypadku prostej EM mamy

3b 3b
iv— oraz l——k_—3a_1.

Zatem rownanie prostej EM ma postac

3b 3b

3a—1 " 3a-1

y =
Teraz znajdujemy wspoirzedne punktu P. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan:

b 5b

.x y
a—>5 a—>5
3b 3b

3@_1-:10 3a—1°

y:

y:

Znéw lewe strony réwnan sa réwne, wiec réwne sa tez i prawe strony:

b 56 3b 3b
a—5 " a-5 3a—-1 " 3a—-1

Przeksztalcamy otrzymane réwnanie w sposéb rownowazny:

bx—5b_3bx—3b
a—5  3a—1"
bx —5) 3b(zx—1)

a—5  3a—1"
x—5_3x—3
a—5 3a—1’

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY [P

CENTRALNA iaéci ko
5 KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE g%‘,’gg’ff’ el



W. Guzicki — Zadanie 19 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 8

(x—=5)Ba—1) =3z —3)(a—H),
3ax —x — 15a + 5 = 3ax — 15 — 3a + 15,
—x — 15a + 5 = —15x — 3a + 15,

14x = 12a + 10,
Tx = 6a + 5,
. 6a + 5

=

Nastepnie obliczamy y (korzystajac z tego, ze a # 5):

_ b 5b b Gat5  5b_b(Gats)  35h
Y= e a—5 a-5 7  a—5 T1a-5) T(a—50

_ 6ab—30b  6b(a—5) 6b

~ 7(a-5)  Ta-5) 7'

p_ (6a—|—5 G_b)

Zatem

T 0T
Wreszcie dowodzimy, ze BP =6 - PD.

o= (50 () ) () -
() (3 () (3) -

:;-\/(6a—30)2—|—(65)2=g'\/(a—6)2+b2:6'PD'

W tym przypadku dowdd jest wiec zakonczony.

Przypadek 2. a = 5.
W tym przypadku mamy D = (5,b) oraz E = (15, 3b).

A
Yy E=(15,3b)
D=(5,b) — o
/P
A=(0,0)| M=(1,0) B=(5,0) "
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Prosta DE ma réwnanie z = 5. Réwnanie prostej EM wyznaczamy tak jak w poprzed-
nim przypadku. Do réwnania kierunkowego

y=kx+1
podstawiamy w miejsce zmiennych z i y wspoélrzedne punktéow FE i M:
3b=Fk-15+1,
{ 0=~F-1+4+1.

Odejmujemy drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujac rownanie z jedna niewiadoma

k:

3b = 14k,
ktérego rozwiazaniem jest k = %b. 7 drugiego rownania dostajemy [ = —k = —l—ib.
Ostatecznie réwnanie prostej EM ma postaé
3b 3b
V=TI

Pierwsza wspoélrzedna punktu P jest oczywiscie réwna 5. Druga wspotrzedna obliczamy
podstawiajac x = 5 do rownania prostej EM:

b b 3b b
_ 3, 3 _3 6

T4 14 14 7
Zatem punkt P ma wspotrzedne
60
P=1|5—]).

Wreszcie dowodzimy, ze BP = 6 - PD. Mamy:

Y

pp—p- b
7 7
6b 6b
BP=——-0=—=6-PD.
7 7

To konczy dowoéd w tym przypadku.

Przypadek 3. a = %

W tym przypadku mamy D = (%, b) oraz F = (1,3b).

A
Y1 B=1,30)
D=(3,b) c
P \
A=(0,0) M=(1,0) B=(5,0) g

* %
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Prosta FM ma réwnanie x = 1. Rownanie prostej BD wyznaczamy tak jak w przypadku
pierwszym. Do rownania kierunkowego

y=kr+I1
podstawiamy w miejsce zmiennych x i y wspotrzedne punktow B i D:

0=Fk-5+1,
b=k-3+1.

Odejmujemy drugie réwnanie od pierwszego, otrzymujac rownanie z jedna niewiadoma

k:

k
—b=>5k— -,
3
ktérego rozwiazaniem jest k = —%b. Z pierwszego réwnania dostajemy | = —5k = %b.
Ostatecznie réwnanie prostej EM ma postaé
3b n 150
=—— T+ —.
YT 14

Pierwsza wspoétrzedna punktu P jest oczywiscie rowna 1. Druga wspétrzedna obliczamy
podstawiajac = 1 do réwnania prostej BD:

b 156 12b b
3b 150 _ 46

EEV VIV R

6b
P=(1,—).
(%)

Wreszcie dowodzimy, ze BP = 6 - PD. Mamy tak jak w przypadku drugim:

y:

Zatem punkt P ma wspoélrzedne

6b b
PD=b— — = _
7T
6b b
BP=—--0=—=6-PD
7 7

To ostatecznie konczy rozwiazanie zadania 19b i tym samym sposob II rozwigzania
zadania 19.

Rozwigzanie zadania 19. Sposéb I1I. Zobaczymy teraz inne rozwiazanie za pomoca,
geometrii analitycznej. Mianowicie wybierzemy uklad wspoélrzednych (osie ukladu oraz
jednostke na osiach) w taki sposéb, by nie bylo konieczne rozpatrywanie trzech przy-
padkéw. Przyjmiemy, ze punkt B lezy na osi Oy. Punkty A, M, B, D i E beda mialy
nastepujace wspolrzedne:

A=(0,0), M=(0,1 B=(0,5), D=(a,b) oraz E = (3a,3b)

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY (SRS
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dla pewnych liczb rzeczywistych a i b. Poniewaz punkt D nie moze leze¢ na prostej AB,
wiec a # 0.

yll

B

v

A

Zauwazmy, ze nie umieszczamy w tym uktadzie wspélrzednych punktu C; nie bedzie on
potrzebny w dalszym ciagu. Nasze obliczenia zaczniemy od wyznaczenia rownan dwoch
prostych: BD i EM.
Niech prosta BD ma réwnanie postaci y = kx + [ dla pewnych k i [. Podstawiajac
do tego réwnania wspoéirzedne punktéw B i D otrzymamy nastepujacy uktad réwnan
z niewiadomymi £ i [:

{5 =k-0+1,

b=k-a+l.

7 pierwszego réwnania otrzymujemy [ = 5. Podstawiajac te wartos¢ niewiadomej | do
drugiego rownania otrzymamy réwnanie

ak +5 =0,
ktérego rozwigzaniem jest k = bTTE’ (zauwazmy, ze korzystamy tu z zalozenia, ze a # 0).
Ostatecznie rownanie prostej BD ma postac:

_b-5
N a

Y - x4+ 5.

Niech teraz prosta EM ma rownanie postaci y = kx +1 dla pewnych k i [. Podstawiajac
do tego réwnania wspolrzedne punktow E i M otrzymamy uklad réwnan z niewiado-
mymi ki (:
{36 =k-3a+1,
1=k-04+1.

Z drugiego réwnania otrzymujemy [ = 1 i nastepnie z pierwszego

o 3b—1'
3a

Roéwnanie prostej EM ma zatem postac

31

1.
5 T+

Y
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Teraz wyznaczamy wspoélrzedne punktu P. W tym celu rozwiazujemy uktad réwnan:

Otrzymujemy réwnanie z jedna niewiadoma x:

b—5 3b—1
x4+ 5 = «

1.
a 3a T

Przeksztalcamy je w sposéb rownowazny:

3(b—>5)x+ 15a = (3b — 1)z + 3a,
3bxr — 15x 4 15a = 3bx — x + 3a,
—15z 4+ 15a = —x + 3a,

14z = 12a,
6
r==-a.
7
Wreszcie obliczamy niewiadoma y:
b—>5 b—5 6a 60 — 30 6b 4 5
ym e a T7 7 7
Zatem punkt P ma wspoélrzedne:
p_ 6a , 60+ 5 .
7 7

Ostatni krok dowodu polega na wykazaniu, ze BP = 6 - DP. Mozemy tego dowies¢
kilkoma sposobami. Jeden sposéb, polegajacy na obliczeniu dtugosci odcinkow BP i PD,
widzieliSmy w rozwiazaniu zadania 19b. Teraz zobaczymy trzy inne sposoby.

Spos6éb 1. Wykazemy, ze BP = g - BD. W tym celu obliczymy kwadraty diugosci
odcinkéw BD i BP.

BD?=(a—02+ (b-5)?>=d>+ (b—5)

2 2 2 2
6a 6b + 5 36a? 6b — 30 36a> 6(b—5)
2 _ _ — — —
BP_<7>+( 7 5> 49+< 7 ) 49+< 7

36a2  36(b—5)2 36

T T T 1 (®+ (b —5))"
Zatem
BP? = 36 - BD?,
49
czyli
BP = g . BD.
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Oczywiscie w podobny sposéb mozna wykazaé, ze

DP:é-BD lub BP =6-DP.

Sposéb 2. Wykazemy, ze BP = 6-PD. Mianowicie

BB 6_a’6’b+5_5 _ 6_a’6b—30 _6. g7b—5 ’
7 7 7 7 7T
BT — a_6_a’ _6b+5 _|a b—5 .
7 7

7T

Zatem rzeczywiscie BP =6-PD.

Sposéb 3. Mozemy skorzysta¢ z podobienstwa trojkatéw prostokatnych. Mianowicie
niech xp, xp oraz rp oznaczaja odpowiednio pierwsze wspotrzedne punktéw B, P i D.
Wéwezas:

= 6.

BP ap-xp 2-a—0
DP  xp—zp a-—

~o
=N

- a - a

To konczy dowodd.
Zadanie 19 mozna uogélnié¢. Oto mozliwe jego uogdlnienie.

Zadanie 19c. Niech p i ¢ beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Punkt
M lezy na podstawie AB trapezu ABCD (w ktérym AB || CD) oraz MB = p - AM.
Ramie AD przedtuzono do punktu E takiego, ze AE = q- AD (stad wynika, ze ¢ > 1).
Odcinek M E przecina przekatna BD w punkcie P (zobacz rysunek).

E

Udowodnij, ze

BP=p.-—1_.pD.
qg—1

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY [P
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Rozwigzanie. Sposéb I. Niech N bedzie punktem przeciecia odcinka EM z prosta
CD. Oznaczmy nastepnie a = AM oraz b = AD.

E

Wéwcezas
BM =pa, AE =¢gb oraz DE = (q—1)b.

Nastepnie zauwazmy, ze tréjkaty EAM i EDN sa podobne (jest to pierwsza z opisanych
wyzej sytuacji). Mamy wiec réwnosé

DN DE (¢g—1)b q—1

AM  AE  ¢b q

Stad dostajemy
—1 —1
DN=9"" am="1
q q

a.

Nastepnie zauwazamy, ze tréjkaty PM B i PN D sa podobne (jest to druga z opisanych
wyzej sytuacji). Mamy zatem réwnosé

BP BM  pa q
DP_DN_%a_p -1
Stad wynika, ze
BP=p-—1_ . pp,
qg—1

co konczy dowod.

Rozwigzanie. Sposéb II. Zobaczymy rozwiazanie za pomoca geometrii analitycznej.
Wybieramy uklad wspélrzednych (osie ukladu oraz jednostke na osiach) tak jak w roz-
wigzaniu zadania 19b. Zatem punkt A bedzie poczatkiem uktadu wspotrzednych oraz
punkt B lezy na osi Oy. Punkty A, M, B, D i E beda mialy nastepujace wspotrzedne:

A=(0,0, M=(0,1) B=(0,p+1), D=(a,b) oraz FE = (qa,qb)

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY (SRS
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dla pewnych liczb rzeczywistych a i b. Poniewaz punkt D nie moze leze¢ na prostej AB,
wiec a # 0.

yﬂ

B=(0,p+1)

E=(qa,qb)

M=(1,0)

D=(a,b)

v

A=(0,0)

Zauwazmy, ze tak jak poprzednio nie umieszczamy w tym uktadzie wspélrzednych
punktu C. Nasze obliczenia zaczniemy od wyznaczenia réwnan dwoch prostych: BD
i EM.
Niech prosta BD ma réwnanie postaci y = kx + [ dla pewnych k i [. Podstawiajac
do tego réwnania wspotrzedne punktéw B i D otrzymamy nastepujacy uklad réwnan
z niewiadomymi £ i [:

{ p+1=Fk-0+1,

b=k -a+1.

7 pierwszego réwnania otrzymujemy [ = p + 1. Podstawiajac te wartos¢ niewiadomej [
do drugiego réwnania otrzymamy rownanie

ak+p+1=b,

ktérego rozwigzaniem jest k = % (zauwazmy, ze korzystamy tu z zalozenia, zZe
a # 0). Ostatecznie réwnanie prostej BD ma postac:

_b—p-—1

Y ~x+p+ 1.

Niech teraz prosta EM ma réwnanie postaci y = kx 41 dla pewnych £ i [. Podstawiajac
do tego réwnania wspotrzedne punktéw E i M otrzymamy uktad rownan z niewiado-
mymi k i (:
{qb =k-qa+1,
1=k-0+1.
7, drugiego réwnania otrzymujemy [ = 1 i nastepnie z pierwszego
qb—1

k= .
qa

Rownanie prostej £ M ma zatem postac

x4+ 1.

gb—1
Y= :
qa

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY [P
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Teraz wyznaczymy pierwsza wspotrzedng punktu P. W tym celu z uktadu rownan

b—p—1
Yy = S +p+1
b—1
4 -x+1
qa
tworzymy rownanie z jedng niewiadoma x:
b—p—1 b—1
P 1= a1
qa
Przeksztalcamy je w sposéb réwnowazny:
b—p—1 b—1
qa

q(b—p—1)z+pga = (¢b - 1)z,
gbxr — pqr — qx + pga = qbx — x,
—pqr — qT + pga = —,
(pq +q — 1)z = pqa,
g
= .
pqg+q—1
Zauwazmy, ze skorzystaliSmy tu z zalozenia ¢ > 1. Mianowicie wowczas
pg+qg—1>qg—1>0.

Ostatni krok dowodu polega na wykazaniu, ze BP = 6 - DP. Skorzystamy z ostat-
niego sposobu pokazanego w rozwiazaniu zadania 19b. Niech xp, xp oraz xp oznaczaja
odpowiednio pierwsze wspoélrzedne punktow B, P i D. Wéwczas:

BP:.CCP—I‘B :mp—(): pqﬁqqa—l _ pq—&l—)g—l _ pq :p.L
DP rp —ITp a—xp a—# 1_pq~€g—1 pq+q—1—pq q—1

Zatem
BP=p-—1_ . pp,
qg—1

co konczy dowod.
Zadanie 19 jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacego twierdzenia Menelaosa.

Twierdzenie 2. (Menelaosa) Zalézmy, ze prosta k przecina boki AC' i BC' oraz prze-
dluzenie boku AB tréjkata ABC odpowiednio w punktach K, L i M (zobacz rysunek).
c

*%
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Wobwecezas
AM BL C’K_

MB LC KA
Dowdéd. Niech N bedzie takim punktem prostej k, ze AC' || BN.

1.

C

M

k

Z twierdzenia 1 wynika, ze tréjkaty AMK i BM N sa podobne oraz ze trojkaty CK L
i BN L sa podobne. Mamy zatem:

BN BM BN  BL
AK  AMm O CK T oL
Z obu powyzszych réwnosci wyznaczamy BN:
MB BL
BN—WAK oraz BN—ECK
Zatem VB BI
——  AK=—.-CK
AM LC CK,
czyli
AM BL CK _1
MB LC KA

To konczy dowdd twierdzenia.

Zauwazmy teraz, ze rozwigzanie zadania 19c byto dowodem twierdzenia Menalaosa w ca-
tej ogdlnosci. Popatrzmy bowiem jeszcze raz na rysunek do tego zadania:

E
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Trojkat ABD zostal przeciety prosta M E. Przecina ona boki AB i BD odpowiednio
w punktach M i P oraz przecina przedtuzenie boku AD w punkcie E. Mamy ponadto

AE ¢ BM
—— =—— oraz —  =p.
ED q—1 ™ ma™?

W zadaniu 19c¢ udowodnilidmy, ze

BP g AE BM
PD P 417 ED MA
Stad wynika, ze
AE DP BM _
ED PB MA

To jest dokladnie teza twierdzenia Menelaosa (przy zmienionych oznaczeniach).
Na zakonczenie sformutujmy twierdzenie odwrotne do twierdzenia Menelaosa.

Twierdzenie 3. Zalézmy, ze punkty K i L leza odpowiednio na bokach AC' i BC
trojkata ABC, punkt M lezy na przedtuzeniu boku AB tego tréjkata oraz prawdziwa
jest rownosé
AM BL CK _
MB LC KA
Wéwcezas punkty K, L i M sa wspoétliniowe.

1.

Dowod tego twierdzenia bedzie dobrym ¢wiczeniem dla Czytelnika. Warto jeszcze za-
uwazy¢, ze twierdzenie 3 jest czesto stosowane do dowodzenia wspotliniowosci punktow.

Dodatek.

W tym dodatku zobaczymy dwa przyktady zastosowania twierdzenia Menalaosa i twier-
dzenia odwrotnego do twierdzenia Menelaosa.

Twierdzenie 4. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéw AC, BC'i AB
odpowiednio w punktach K, L i M. Proste AB i K L przecinaja si¢ w punkcie N (zobacz
rysunek).

*%
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Wéwezas punkty M i N dzielg odcinek AB (odpowiednio wewnetrznie i zewnetrznie)
w tym samym stosunku, tzn.

AM AN
MB NB’
Dowdd. Z twierdzenia Menelaosa wynika, ze
AN BL CK ]
NB LC KA

Poniewaz AK = AM, BL = BM oraz CK = CL, wiec
AN CL AK CL AM CL AM AM
NB BL CK BM CK CCK MB MB’

co konczy dowod.

Twierdzenie 5. Dane sa dwa okregi 01 i 02 o §rodkach O i P. Wspdlna styczna ze-
wnetrzna do tych okregéw jest do nich styczna odpowiednio w punktach A i B oraz
przecina prosta OP w punkcie S. Okrag o3 o srodku w punkcie @) jest styczny ze-
wnetrznie do okregéw 01 i 09 odpowiednio w punktach M i N (zobacz rysunek).

A

Woéwezas punkty M, N i S sg wspoétliniowe.

Dow6d. Promienie OA i PB okregdéw o1 i 02 sa prostopadle do wspodlnej stycznej,
a wiec sa rownolegle. Z twierdzenia 1 wynika, ze trojkaty SOA i SPB sa podobne.
W szczegdlnosci

0s 0A

SP ~ PB’
Nastepnie zauwazmy, ze OM = OA, PN = PB oraz QM = QN. Teraz skorzystamy
z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Menalaosa dla trojkata O PQ i trzech punktéw:
punktu M na boku OQ), punktu N na boku P(@ i punktu S na przedtuzeniu boku OP.
Mamy wéwczas

0OS PN QM OA PB QM QM _
SP NQ MO PB QN OA QN

L,

co dowodzi, ze punkty M, N i S sa wspoétliniowe.
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