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Arkusz przykladowy, poziom rozszerzony (Al)

Zadanie 5.

Dla kazdego « suma sina +sin3a jest rowna
A. sinda

B. 2sin4a

C. 2sin2acosa

D. 2sinxcos2a

Pierwszym, narzucajacym si¢ sposobem rozwigzania jest zastosowanie wzoru na sume
sinusow. Wzor ten znajduje si¢ w zestawie wybranych wzordéw, ktory kazdy maturzysta
powinien mie¢ do dyspozycji podczas egzaminu maturalnego. Przypomnijmy ten wzor
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Mozemy oczywiscie zastosowac go bezposrednio, 1 wowczas mamy

sina +sin # =2sin

sina +sin3a = 2sin a+23a cosZ _23a =2sin 470:(:08—2704 =2sin2a cos(-a).

Wykres funkcji cosinus, ktory takze znajduje si¢ w zestawie wybranych wzorow, jest
symetryczny wzgledem osi Oy ukladu wspotrzednych, a to oznacza, ze dla przeciwnych

argumentéw funkcja przyjmuje t¢ sama warto$¢, a wigc cos(—a)=cosa. W rezultacie
otrzymujemy

sina +sin3a = 2sin 2a cos(—a ) = 2sin 2acos a .
Zatem prawidlowa odpowiedzig jest C.

Lepiej jednak zamieni¢ kolejno$¢ sktadnikéw sumy sinea+Sin3a, zapisujac Sin3a+Sina
i wtedy dopiero zastosowa¢ wzor na sume sinusow, otrzymujgc

sin3a +sina = 2sin 3“;“ cos 3a2_a =2sin 4705(:032704 =2sin2aCcos & .

Jak wida¢, ten prosty zabieg zamiany kolejnosci sktadnikow pozwolit nam skroci¢

rozwigzanie i jednoczesnie unikna¢ koniecznos$ci zastanawiania si¢, czy COS(—a) =COoS .

W drugim sposobie rozwigzania wykorzystamy najpierw wzor na sinus sumy katow (ten wzor
takze znajduje si¢ w zestawie wybranych wzorow), zapisujac
sin3a =sin(a +2a) =sin a cos 2 +cos asin 2a .
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Teraz mozemy zastosowaé wzory na sinus i na cosinus podwojonego kata. Otrzymujemy

sin3a =sin ¢ cos 2 + CoS ¢ Sin 2¢x =Sin a(0052 o —sin® a)+c03a-2003asin o=
=sin oc(3cos2 a —sin? a).

Zatem suma
sina +sin3a =sin ochsinoz(:%cos2 a —sin? a) :sina(l+30052 a —sin? a) -

=sin a(30052 a +c0s° a) —sina-4cos’ o =2-2sina-CoSca-COScx .

Stad, ponownie wykorzystujac wzor na sinus podwojonego kata, mamy
sina+sin3a =2sin2¢-Cos ¢ .

Oczywiscie znajomo$¢ wzZ0ru na sinus potrojonego kata (tego wzoru maturzysta nie znajdzie
jednak w zestawie wybranych wzoréw) pozwala nam skroci¢ rozwigzanie o calg pierwsza
czgS¢.

W obu przedstawionych rozwigzaniach postgpowaliSmy tak, jakbySmy w ogodle nie znali
odpowiedzi. Tak samo rozwigzywalibySmy to zadanie, gdyby polecenie brzmiato np. zapisz
sum¢ Sina +sin3a W postaci iloczynu funkcji trygonometrycznych. To zadanie jest jednak
zadaniem zamknietym i wiemy, ze doktadnie jedna z podanych odpowiedzi jest poprawna.
Dlatego tez mozemy probowaé wyeliminowa¢ niepoprawne odpowiedzi. Jesli uda nam si¢
szybko podstawi¢ takg wartos¢ « , dla ktorej ktoras z rownosci nie jest prawdziwa, to szybko
eliminujemy t¢ bledna odpowiedz. Jak zatem trafia¢ w taka warto$¢? OczywiScie najpierw
nalezy wzig¢ te wartosci « , dla ktorych znamy wartosci funkcji trygonometrycznych. Zwykle
najlatwiej wziag¢ a=0. Wowczas suma Sina+Sin3a  przyjmuje  wartos$¢
sin0+sin(3-0)=0. W kazdym z podanych w odpowiedziach wyrazen jednym z czynnikow
jest sinus « lub sinus catkowitej wielokrotnosci « , wiec kazde z tych wyrazen dla « =0 ma
warto$¢ 0. Zatem wzigcie « =0 nic nam nie dato.

Podstawienie azz rowniez niewiele nam daje, poniewaz suma Sina+Sin3a jest

wtedy réwna sin%+sin(3§j=1+(—1)=0, natomiast sin4a:sin(4§j=0 oraz

2sin4a=2-0=0. W tym momencie niec ma sensu oblicza¢ warto$ci pozostatych dwoch
wyrazen, bo i tak nie jesteSmy w stanie wskaza¢ poprawnej odpowiedzi.

. . . ) ) 1
Wezmy wiec o :%. Wtedy suma sin a +sin3a jest rowna sm%+sm(3%) =E+1= g

Obliczamy warto$ci wyrazen podanych w odpowiedziach:

. . . 2 3 .
A. sin 4a:sm(4-%j:sm?ﬂ:§. Moglismy tez od razu zauwazy¢, ze warto$¢ tego

wyrazenia dla kazdego « jest co najwyzej réwna 1, wiec nie moze by¢ rowna >

B. 2sin4a =2-sin 2?7[ =3% g , wigc t¢ odpowiedz tez odrzucamy.
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C. 2sin2acosa=2- smzcoszzz —-—:§.
3 6 2

D. 2sinacos2a =2 sm%cosgzz

Zatem poprawng odpowiedzig jest C.

Jeszcze tatwiej byloby sprawdzi¢, ktora z rownosci zachodzi dla o = %

37r\/_\/_

Suma sina +sin3a =sin = +sin 25 = Y2 . ¥4 _ 2 natomiast
4 4 2 2

A. sin4a=sin(4~%]:sin7z:0,
B. 2sin4a=2-0=0,

C. 2sin2acosa =2-sinZcosZ=2. 1-£=\/§.
2 4 2
2

D. 2sinacosZa=2-sin%cos%= —.0=

Zatem poprawng odpowiedzig jest C.

Roéwniez sprawdzenie dla o = % prowadzi szybko do eliminacji blednych odpowiedzi.

B g5

Suma sina +5sin3a =sin E +sinz =—+0=—_. Wartosci kolejnych wyrazen sa wowczas
rowne

A. sin4a:sin£4-%j<0,

B. 2sinda = 25in(4%}<0,

J3

D. ZsinaCOSZa:Zsinzcos 2.% =2.-—C0S 2.% <0.
3 3 2 3

Zatem tylko C moze by¢ poprawng odpowiedzig.
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